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PRESENTACION

Y todo un coro infantil
va cantando la leccioén:
“mil veces ciento, cien mil,
mil veces mil, un millén”
(A. Machado)

iAh, quién pudiera volver a la escuela y estudiar matematicas como proponen
estos siete profesores! jCuanto disgusto se hubiera evitado! jCuantas carreras
habrian llegado a su fin!

Los paraisos de mi infancia hubieran sido mas paraisos de no haber existido
la clase de matematicas (y algo maés tarde, la de fisica); la pesadilla, la
frustracion, el esfuerzo erratico que supuso esta asignatura para mi, lo supuso
también para la mayoria de los nifios de entonces, con excepciones afortunadas.
Y ha sido debido a la labor de las nuevas generaciones de profesores de
matematicas (y de fisica) que de la oscuridad de aquellos afios se ha pasado a la
luz de ahora; que de la resolucion descarnada de problemas, mediante la
aplicacion de aridas férmulas, se invita ahora a la reflexién, la creatividad, la
duda, la pregunta.

Este tercer nimero de ENTREMONTANA se publica solo en version digital, a
pesar de la querencia que esta Consejeria siente por el formato papel.
Restricciones presupuestarias y la falta de patrocinio nos han obligado a este
anico tipo de version. Confiamos, no obstante, que el efecto sobre el profesorado
de matematicas alcance la intensidad que merecen las propuestas que
presentamos, por ajustadas, utiles y entretenidas: del jerogifico egipcio a la
receta de cocina, de la invitacion a investigar al rompecabezas de teselas, de las
aplicaciones matematicas de las nuevas tecnologias a la misteriosa longitud de
la linea... Y por encima de todo, el paso acorde del profesor tutor y
acompafante, por fin reivindicado.

Gracias Carmen, Enrique, Jaime, Luis, Margarita, Raquel y de nuevo
Enrigue. Muchas gracias.

Bartolomé Bauza Tugores
Consejero de Educacion
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Matematicas en la cocina
Luis Béjar

El conjunto de actividades que se presentan a continuacion surgen para dar
respuesta a una pregunta recurrente en el alumnado de todas las edades y que todos los
profesores hemos recibido alguna vez;, “profe, y esto ;para qué sirve?”. Posiblemente sea
la pregunta més importante a la que se enfrenta un docente, si la respuesta no es
satisfactoria, el alumno perdera la motivacion y con ella todo intento para que aprenda la
asignatura serd inutil. La formulacion de esta pregunta es todo un sintoma de la
enfermedad subyacente; el alumno no relaciona las matematicas con su vida real. Y es que
con mayor frecuencia de la deseable, no somos capaces de reconciliar las matematicas
con la vida cotidiana y nuestros alumnos perciben lo aprendido en clase como algo
independiente de su vida fuera de las aulas. Logicamente, el alumno se pregunta para qué
sirve lo que aprende en clase si luego no lo utiliza en ninguna situacién real. Estas
actividades, son por tanto un intento de conectar lo que se aprende en clase con su
aplicacion en nuestro ambiente habitual. Las matematicas nos rodean por todos lados y
las utilizamos inconscientemente a cada momento, numeros, euros, litros, deudas,
ahorros, facturas, el cambio en la tienda, alquileres... Acercar nuestras clases a la
resoluciéon de los problemas que surgen a diario es una de nuestras mas importantes
tareas.

La eleccidn de la cocina como eje conductor de las actividades que se presentan
es muy facil de entender. Pocas cosas hay tan cotidianas como la cocina de la casa, hacer
la comida para la familia o realizar la compra diaria. En todas ellas las matematicas ocupan
un lugar destacado y con las actividades que se proponen, el alumno comprendera la
estrecha relacion que une las clases de matematicas y la vida cotidiana.

Material:

Recetas de cocina.

Actividad 1. Unidades de medida.
Introduccion.

En esta actividad se trabajan los conceptos de magnitudes y unidades de medida.
Se hara especial hincapié en la diferencia entre lo que se quiere medir (magnitud) y lo que
utilizamos para realizar esa medida (unidad de medida). Asi mismo orientaremos al
alumno sobre la conveniencia de establecer un patron universal para medir (sistema
métrico decimal), de modo que la medida de una magnitud proporcione un valor
entendido por todos. Después de tratar las ventajas del empleo de un sistema métrico, el
alumno puede entender que en diferentes ambitos un sistema meétrico resulte mas
conveniente que otro, lo que explica la aparicion de unidades de medida tan
caracteristicas de la cocina como la cucharada, el chorro, el pellizco... En relacién con
estas unidades de medida, la actividad termina introduciendo el concepto de exactitud. El
profesor guiara a los alumnos para que reflexionen sobre la importancia de seguir una
serie de instrucciones de forma ordenada y cuidadosa para conseguir con éxito el
objetivo marcado, que en este caso es la elaboracion de la receta.
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Pasos a realizar:

1. Lee la receta del Anexo 1 y sefiala todas las magnitudes y las unidades de
medida que se utilizan.

2. Escribe en tu cuaderno una columna con las magnitudes y en otra las unidades
de medida que aparecen en la receta.

3. Une con flechas las magnitudes con las unidades que se utilizan para medirla.
4. Indica cuales de esas medidas son del sistema decimal y cuéles no.

5. Discute las ventajas e inconvenientes de utilizar medidas del sistema decimal o
utilizar otro tipo de unidades de medida en la cocina (;es mejor usar una cucharada o un
decilitro?).

6. En grupo, reflexiona sobre las siguientes cuestiones: todas las unidades de
medida indican una cantidad exacta o alguna es aproximada. Por qué en algunos
ingredientes nos indican una cantidad exacta y en otros una cantidad aproximada. Saldria
bien la receta usando cantidades aproximadas en todos los ingredientes, solo se puede
hacer en algunos o hay que ser exacto en todos.

Actividad 2. Proporciones.
Introduccion.

Con la segunda actividad se trabajan los conceptos de proporciones y de
magnitudes directamente proporcionales. Se debe prestar atencion a la dificultad que
presentan los alumnos para entender que dos magnitudes directamente proporcionales
no solo aumentan en la misma proporcion sino que también disminuyen en la misma
proporcién. También se seguira remarcando la diferencia entre magnitud y unidad de
medida. Por ultimo, debe dejarse claro que no todas las magnitudes estan relacionadas de
forma directamente proporcional, puede que estén relacionadas de otra forma o que no
exista ninguna relacion entre ellas. Se puede aprovechar para introducir el concepto de
magnitudes inversamente proporcionales, aunque no se trabajara con él en esta actividad.

Pasos a realizar:
1. Lee atentamente la receta del Anexo 2.

2. Discute por qué la receta indica el nimero de personas. Razona si debo
utilizar los mismos ingredientes para diferente nUmero de personas, y ;la misma cantidad
de cada ingrediente?

3. Si deseo cocinar para la mitad de personas, ;qué cantidad debo usar de cada
ingrediente? ;Cémo podemos calcular esa cantidad? Calcula la cantidad de ingredientes
necesarios.

4. Calcula la cantidad que debo utilizar de cada ingrediente si cocino para el
doble de personas.

5. Repite el apartado anterior si cocino para el triple de personas.
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Actividades de ampliacion:

1. Elabora una tabla indicando la cantidad de cada ingrediente necesario para
elaborar la receta para 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 y 20 personas.

2. ¢Los ingredientes necesarios para realizar la receta y el nimero de personas
estan relacionados de alguna forma? ;Ocurre lo mismo con la cantidad utilizada de cada
ingrediente y el nimero de personas? ;Qué ocurre con la cantidad de cada ingrediente al
aumentar el numero de comensales? Y ;al disminuir el nUmero de comensales?

3. Larelacién entre las personas y el tiempo de elaboracion, es del mismo tipo
que la estudiada en el apartado anterior?, y ;con las personas y el tiempo de coccion?

Actividad 3: Realizar la compra.
Introduccion.

El siguiente paso para la elaboracion de la receta, una vez elegida y tras haber
calculado los ingredientes que necesitamos es comprarlos. Una de las actividades mas
cotidianas y naturales en cualquier familia es realizar la compra. Seguiremos trabajando las
proporciones calculando el coste de cada ingrediente y de la receta completa. En esta
actividad, ademas se utilizaran diferentes tablas para organizar y analizar la informacion. Se
pretende que los alumnos tomen conciencia de la importancia de las matematicas para
realizar una compra econémica. Del mismo modo reflexionaran sobre el precio relativo
de un alimento dependiendo de su clase y cantidad (el ingrediente por el que menos
dinero paguemos, puede ser en proporcion el mas caro, como ocurre con las trufas, el
azafran...)

Pasos a realizar:

1. Escribe en una lista los ingredientes que necesitamos para realizar la receta y
la cantidad.

2. Visita el supermercado o la tienda de alimentacion mas cercana y confecciona
una tabla de la siguiente forma:

a. En la primera columna escribe el nombre de los ingredientes que te hacen
falta.

b. En la segunda columna escribe el precio y la cantidad de producto para cada
ingrediente en la tercera.

Puede servirte de ayuda la siguiente tabla de ejemplo.

Ingrediente Precio Cantidad (gr,
l, unidades...)

Ingrediente 1

Ingrediente 2

Ingrediente 3
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3. Ordena los ingredientes por su precio, desde el mas barato al méas caro. ;Cual
es el mas econdémico?

4. Calcula el precio de cada ingrediente para una cantidad determinada de
producto (utilizando las unidades de medida apropiadas). Para ello elabora y completa
unas tablas similares a la siguientes con todos los ingredientes de tu lista. Incluye la en una
de las columnas la cantidad exacta indicada en la receta de cada ingrediente:

Cantidad | 50 100 |150 [250 [400 [1000 | 2500
()

Ingrediente 1 | Precio (€)

Ingrediente 2 | Precio (€)

Cantidad 0,2 05 0,8 1 1,25 15 2
(litros)

Ingrediente 3 | Precio (€)

Ingrediente 4 | Precio (€)

Cantidad |1 2 3 5 8 10 15
(unidades)

Ingrediente 5 | Precio (€)

Ingrediente 6 | Precio (€)

5. Fijate ahora en todos los ingredientes cuya cantidad se expresa en gramos.
Elije un peso cualquiera. Ordena esos ingredientes del mas caro al més barato. (Estan en
el mismo orden que en el apartado 2?

6. Repite el apartado anterior para los ingredientes cuya cantidad se expresa en
litros y para los que se expresa en unidades.

7. Ahora nos quedaremos con la columna que representa la cantidad exacta del
ingrediente necesaria para elaborar nuestra receta. Ordena de mas caro al mas barato los
ingredientes de la receta. ;Obtienes los mismos resultados que en apartados anteriores?

8. Busca el precio de este plato en un restaurante y comparalo con el dinero que
nos cuesta hacerlo en casa. ;Cuél es la diferencia de dinero? ;A qué se debe esa
diferencia?
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Actividad de ampliacion:

1. Escribe en una lista los ingredientes que necesitamos para realizar la receta y
la cantidad.

2. Visita el supermercado o la tienda de alimentacion mas cercana y confecciona
una tabla de la siguiente forma:

a. En la primera columna escribe el nombre de los ingredientes que te hacen
falta.

b. En la segunda columna escribe el precio y la cantidad de producto de una
marca o clase determinada para cada ingrediente.

c. Enlatercera columna repite el apartado anterior para otra marca.

Puede servirte de ayuda la siguiente tabla de ejemplo.

Marca 1 Marca 2

Ingrediente

Precio

Cantidad (gr, |,

unidades...)

Precio

Cantidad
unidades...)

(or,

Ingrediente 1

Ingrediente 2

Ingrediente 3

3. Ordena los ingredientes por su precio, desde el mas barato al mas caro. Para
cada ingrediente, ;Cuél es la marca mas econémica?

4. Calcula el precio de cada ingrediente para una cantidad determinada de
producto (utilizando las unidades de medida apropiadas). Para ello elabora y completa una
tabla similar a la siguiente con todos los ingredientes de tu lista. Incluye la en una de las
columnas la cantidad exacta indicada en la receta de cada ingrediente:

Cantidad | 50 250 400 1000 | 2500

(gr)
Precio (€)
Marca 1
Precio (€)
Marca 2

Ingrediente 1 100 150

Cantidad | 0,2 0,5 0,8 1
(litros)
Precio (€)
Marca 1
Precio (€)
Marca 2

Ingrediente 2 1,25 15 2
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Ingrediente 3 | Cantidad |1 2 3 5 8 10 15
(unidades)
Precio (€)
Marca 1
Precio (€)
Marca 2

5. Fijate ahora en todos los ingredientes cuya cantidad se expresa en gramos.
Elije un peso cualquiera. Ordena esos ingredientes del méas caro al mas barato. ;Estan en
el mismo orden que en el apartado 4?

6. Repite el apartado anterior para los ingredientes cuya cantidad se expresa en
litros y para los que se expresa en unidades.

7. Busca el precio de este plato en un restaurante y comparalo con el precio de
hacerlo en casa. Cuanto dinero es la diferencia, porque esa diferencia de precios. (pagar
cocinero, camarero, establecimiento...)

Actividad 4. Elaboracién de la receta:
Introauccion.

La elaboracion de la receta sirve para trabajar procedimientos y actitudes utiles en
matemaéticas y en general en cualquier asignatura. La comprension de textos, el orden, la
limpieza, la atencién y concentracion en una o varias actividad que en ocasiones pueden
ser simultaneas. La capacidad de improvisacién, la toma de decisiones y de discriminacion
entre lo imprescindible, lo importante y lo superfluo. Valorar la importancia de la préctica
y la experiencia (no serd lo mismo realizar la receta por primera vez que después de
varios intentos). Ademas se trabajara la organizacion de la informacion, para lo que se
pedira la elaboracién de una ficha. Lo ideal seria poder realizar la receta en el centro
educativo, para que el profesor pueda trabajar todos estos aspectos directamente con los
alumnos. Ademas se fomentaria el trabajo en equipo y el compafierismo. Si no fuera
posible, se pedird la colaboracion de las familias para que ayuden a sus hijos en la
elaboracion de la receta en casa y posteriormente en el aula se hablara en grupo sobre la
experiencia de cada alumno.

Pasos a realizar:

1. En clase se elegird una receta para que todos los alumnos realicen en casa con
ayuda de sus familias.

2. Realiza una ficha indicando todo lo que has hecho paso a paso. Debes incluir:
nimero de personas para las que has cocinado, como has calculado la cantidad de
ingredientes necesarios, en qué orden has realizado las tareas y si has podido simultanear
mas de una al mismo tiempo, qué problemas has encontrado y cédmo los has resuelto,
cuanto tiempo has tardado en todo el proceso, cual ha sido el tiempo de coccion de los
alimentos.

11 CUADERNOS DE MATEMATICAS
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3. Compara el resultado con el de tus compafieros. Siguiendo la misma receta
son todos los platos iguales, tienen el mismo sabor. ;Por qué se producen las diferencias?

4. Por grupos reflexiona y discute los siguientes puntos; has seguido al pie de la
letra la receta o la has modificado, importaba la exactitud, hay cosas en las que importa
menos y otras mas, por qué ocurre esto. Hay algin ingrediente que pueda suprimirse o
sustituirse por otro, hay alguno gue no pueda modificarse. En alguno puedes modificar de
cantidad méas que otro. El tiempo de coccion puede variarse ;por qué?

12 CUADERNOS DE MATEMATICAS
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Anexo 1. Receta para la Actividad 1.

Bacalao con nata. Plato tipico portugués.

Comensales:

6 comensales

Tiempo de preparacion:
45 minutos

Ingredientes:

700 gr. bacalao en salazén

5 6 6 gr. patatas

5 cucharadas de aceite de oliva
3 cebollas

Pimienta negra

Sal

40 gr. Mantequilla

2 cucharadas de harina

600 cc. Leche

300 cc. crema de leche (nata)
1 hoja de laurel

Elaboracién:

Desala el bacalao en agua fria durante 24 horas, cambiando el agua varias veces.
Como hace calor mejor remojarlo dentro del frigorifico. Una vez desalado
correctamente, quita la piel y espinas, troceando la carne en tiras finas, con los dedos.

Pela y corta las patatas en rodajas finas (panaderas). Sofrie las patatas en 3
cucharadas de aceite de oliva, hasta que se doren. Aparta, escurre y reserva. Saltea las
cebollas en el resto del aceite, en rodajas finas, hasta que queden transparentes. Afiade el
pescado y adereza con pimienta negra al gusto y una pizca de sal. Reserva.

Prepara la salsa calentando la mantequilla hasta que se derrita, en un cazo. Afiade
dos cucharadas soperas de harina, remueve unos segundos y ve afiadiendo la leche poco a
poco, removiendo. Cuando rompe a hervir afiade la nata y aparta.

Ponemos el bacalao con las cebollas en el fondo de una fuente de horno. Cubre
con las patatas salteadas y la salsa de nata. Afiade la hoja de laurel y hornea 30 minutos a
horno suave, a unos 180°.
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Anexo 2. Receta para la Actividad 2.
Leche frita.
Comensales:
6 comensales
Tiempo de preparacion:
30 minutos

Ingredientes:

Medio litro de leche

40 gr de mantequilla

200 gr de harina

250 gr de azucar

6 huevos

1 palito de canela en rama
1 corteza de limén
Canela en polvo

Aceite de oliva

Elaboracion:

En una cazuela poner la leche con la corteza del limén y la canela, cuando empiece
a hervir, retirarla del fuego, colarla con un colador fino.
En otra cazuela, colocada a fuego lento, fundir la mantequilla y afiadir la harina
removiendo constantemente, para que no se hagan grumos. Afadir entonces la leche
colada, poco a poco y removiendo constantemente, con una cuchara de palo. Echar
entonces tres yemas de huevo bien batidas, sin dejar de remover con energia, para que se
mezcle todo de forma homogénea y evitar que se cuajen. Echar entonces el azlcar y
continuar la coccion, a fuego muy lento, removiendo, hasta que la mezcla esté bastante
espesa.

Preparar un molde rectangular, aceitarlo y distribuir la crema de forma
homogénea de manera que tenga un espesor de unos 2 centimetros. Colocar el molde en
sitio fresco y esperar a que solidifique. Entonces cortarla en cuadrados de unos 5
centimetros de lado.

Poner al fuego una sartén con abundante aceite y cuando esté bien caliente ir
friendo los cuadrados que previamente se habran pasado por huevo batido y después por
harina. Cuando estén dorados sacarlo y escurrirlos bien del aceite. Colocarlos en una
bandeja y espolvorearlos con azlcar y canela en polvo.
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De la Alhambra a la Margineda de la mano de Escher

Raquel Vallés Sierra

¢En cuantas ocasiones nuestros alumnos pueden echar a volar su imaginacion
mientras trabajan en matematicas? ;Y echar mano de su creatividad? jY qué pocas veces
pueden decir que les “ha quedado bonito™! Pero, ;bonito hasta el extremo de montar con
ello una exposicion?

Esa experiencia fue la que vivieron el ultimo trimestre del curso 2007/2008 un
grupo de alumnos, en su mayoria de 2° de ESO del Instituto Espafiol de Andorra (sito en
La Margineda) en la asignatura de taller de matematicas (predecesora de las actuales
matematicas basicas).

Se trataba de crear mosaicos partiendo de la inspiracion de los que podemos
disfrutar en las paredes de la Alhambra de Granada, asi como de las originalidades del
holandés M.C. Escher (1898-1972), uno de los méas reconocidos artistas graficos del siglo
XX.

Imagen 1

En aquel momento, partiendo de algo tan simple como la idea de que el plano se
tesela con tridngulos, cuadrados o hexagonos, de unos cuantos razonamientos mas y de
un trabajo de creatividad nada despreciable, llegamos a disfrutar de un “pufiadito” de
trabajos, que conformaron una exposicion realmente interesante.

Ahora, el objetivo es detallar, paso a paso, mediante actividades guiadas, todo el
proceso para la elaboracion de mosaicos como los nombrados anteriormente. jVamos
alla!
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Actividad 0.

Realmente no es una actividad, por eso lo de numerarla con el cero. Se trata de
buscar previamente a las actividades propiamente dichas, una forma atractiva de motivar
al alumnado.

llustraciones de los mosaicos
Nazaries (especialmente los de la
Alhambra) y de los trabajos de
Escher, son una forma estupenda de
motivacion. Segun las circunstancias
puede ser conveniente un video, unas
diapositivas, unas paginas webs o
simplemente un libro.

La pagina web oficial de Escher
cuenta, en su galeria de imagenes, con
un apartado dedicado a este tipo de dibujos simétricos. A la vista de sus mosaicos de los
enanos, los reptiles, los cisnes, los jinetes y muchos otros, es interesante preguntarles
cémo creen que los hizo su autor. Las respuestas a menudo quedan distantes de la
realidad, y los propios alumnos se van dando cuenta de lo disparatado de sus
contestaciones, a medida que van avanzando en el proceso de crear su propio mosaico.

Les resulta muy bonito lo que ven, y si les preguntas si serian capaces de hacer
algo parecido, la respuesta mayoritaria es que no. Es este el momento de decirles: “;No?
Pues ya veréis como si, porque esto es justo lo que haremos en los préximos dias”.

Actividad 1.

El objetivo de esta actividad es concluir que solamente los poligonos regulares de
3,4y 6 lados, teselan el plano.

Para el ultimo ciclo de Educacion Primaria puede resultar interesante utilizar un
material, que ya estd comercializado, de poligonos de plastico de colores que son
ensamblables, que se utilizan generalmente para formar con ellos poliedros, pero, en esta
ocasion, lo utilizaremos con otra finalidad. Manipulando el material descubriran que los
triangulos equilateros teselan, que los cuadrados también, que los pentagonos regulares
dejan un hueco y por tanto no teselan, y que los hexagonos regulares, que son la union de
6 triangulos equilateros, también teselan. Quizas seria mucho pedir que se plantearan lo
que ocurre con los heptadgonos, octdgonos, etc, porque para ello, tendrian que hacer
deducciones a cerca de la medida de los angulos interiores de los poligonos regulares. Lo
que si que podrian hacer es medir el angulo interior de los poligonos (triangulos
equilateros, cuadrados y hexagonos regulares) con el transportador de angulos vy
comprobar que, sumando varios iguales se llega a cubrir exactamente 360 grados.

En Educacién Secundaria, si bien el material de los poligonos puede ser util en un
principio, convendria que los alumnos dedujeran los valores de los angulos interiores de
los poligonos regulares y, a partir de aqui, obtuviesen sus propias conclusiones sobre los
que teselan el plano y los que no. Esta bateria de preguntas los encaminaria paso a paso al
objetivo.
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1. ;Qué es un poligono?

2. ¢(Qué es un poligono regular?

3. (Qué nombres reciben los poligonos regulares segin el namero de lados?
4. ;Qué son los angulos interiores de los poligonos?

5. (Cuanto mide cada uno de los é&ngulos interiores de un tridangulo
equilatero?(1)

6. ¢Cuanto mide cada uno de los angulos interiores de un cuadrado? ;y de un
pentagono regular? ;y de un hexagono regular? (2) (3)

7. De las medidas anteriores, ;cuales son divisores de 360, que es el numero de
grados de una circunferencia?

8. (Con cuales de los poligonos anteriores, unidos por sus vértices y lados, se
consigue teselar el plano, es decir rellenar sin huecos ni solapamientos?

Aclaraciones:

(1) Es muy ilustrativo hacer con ellos la experiencia de dibujar un triangulo en un
papel y colorear en tres colores diferentes los tres angulos. Luego cortamos el triangulo
en tres trozos en los que en cada uno de ellos quede un angulo. Finalmente, unimos estos
trozos por los vértices de los angulos de forma que la union de los tres forme el angulo
llano. Por supuesto que pueden utilizar el transportador de angulos, pero la idea es que lo
utilicen después de sus razonamientos y sus hipotesis, para verificar si estaban en lo cierto
0 no.

(2) Hay que hacerles ver, dibujando las diagonales, el nimero de tridangulos que
contiene cada poligono. También pueden usar aqui el transportador de angulos para
hacer las comprobaciones.

(3) En funcion de las expectativas del profesor, del tiempo del que se disponga, de
la capacidad de abstraccion del alumnado, de sus conocimientos previos, etc, se podria
afiadir esta otra pregunta: “;y, en general, de cualquier poligono regular de n lados?”. No
obstante, eliminando esta pregunta también seguirian llegando a cumplir el objetivo de
esta actividad.

Esta actividad se puede hacer de manera individual, aunque considero que es mas
productiva en pequefio grupo (2 6 3 alumnos) porque propicia la discusién sobre
cuestiones matematicas. La puesta en comun del trabajo de cada grupo no es interesante
desde el punto de vista de que todos deben llegar a las mismas conclusiones. Sin embargo,
si lo seria si algun grupo por error hubiese llegado a conclusiones diferentes a las de otro.
Defender la postura propia frente a la de los otros, argumentando, es un buen
aprendizaje para muchas situaciones de la vida, no solo para el aula.

Actividad 2

El objetivo de esta actividad es, a partir de las figuras que sabemos que teselan el
plano, realizar transformaciones hasta conseguir la tesela deseada, es decir, el modelo de
figura con el que recubriremos el plano.

Para Educacion Primaria, aunque el alumnado ya ha deducido de la actividad
anterior, con mas o menos ayuda, que hay 3 poligonos regulares que teselan el plano, a
partir de ahora, centraria su atencion sélo en el cuadrado. EI motivo principal es que las
transformaciones en el cuadrado son, a mi juicio, mas faciles que en el tridngulo. El
hexagono es similar al cuadrado en cuanto a dificultad pero como tiene dos lados mas
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que el cuadrado, el trabajo les llevard mas tiempo. Ademas el alumnado encontrara mas
“familiar” la figura del cuadrado que la del hexagono.

Para Educacion Secundaria, salvo que la duracion de la actividad no lo permitiera,
si es conveniente trabajar sobre los 3 poligonos estudiados.

En Educacion Primaria, se podria facilitar ya al alumnado el cuadrado dibujado para
empezar a hacer sobre él las transformaciones. En Educacion Secundaria, podemos, o
bien facilitar el dibujo del poligono (triangulo, cuadrado o hexagono) que queremos que
transformen, o bien pedirles, con la ayuda de la regla y el compés, que los construyan
ellos mismos.

En funcion de la profundidad con la que se quiera hacer la actividad, se pueden
estudiar movimientos en el plano, de los que se hablara posteriormente, de manera
intuitiva, o bien utilizando rigurosamente la notacion matematica. Esta Gltima opcion, no
es recomendable para los alumnos de primaria, ni incluso, a mi juicio, para los primeros
cursos de secundaria.

De la misma forma que la actividad 1 es de razonamiento y descubrimiento del
alumnado, la recomendacion es que esta segunda actividad sea presentada por el
profesor, y no abierta a la investigacion de los alumnos.

Internet ofrece péaginas interesantes en las que ver en movimiento las
transformaciones a realizar. Esta opcion es muy atractiva y muy clara. Otra alternativa es
explicar, método tradicional, tizas de colores en mano, estos movimientos.

Las maneras de transformar no son Unicas para cada poligono, y es cuestion del
profesor presentar varias de las formas posibles o elegir sélo una de ellas para cada
poligono. Yo he optado aqui por lo segundo. A continuacion se muestra paso a paso un
tipo de transformacion para cada uno de los poligonos regulares que teselan el plano.

2.1. Transformaciones en el triangulo equilatero

1. Elegimos un lado del tridngulo y localizamos su punto medio.

2. En la mitad del lado hacemos la transformacion deseada, hacia el interior o el
exterior de la figura.

3. Esa transformacion la giramos 180°, con centro el punto medio.

4. Repetimos los tres pasos anteriores en los otros dos lados.

Por supuesto, cada lado puede tener una transformacion diferente, o incluso,
alguno de los lados podria mantenerse sin transformacion. La siguiente imagen, la
conocida como “pajarita” de los mosaicos de la Alhambra, ilustra el proceso de
transformacion anteriormente descrito.

CHro del20° Hacemosigual en
Ilodifi caci di //}_\ los otrosladas
Imagen 3
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A continuacion se muestra otra ilustracion como ejemplo de la transformacién de
un triangulo. La primera imagen es la que se obtiene finalizada esta actividad 2. La segunda
y tercera imagen es el resultado de la actividad 3 que veremos més adelante.

2.2. Transformaciones en el cuadrado

1. Elegimos un lado del cuadrado y hacemos en él la modificacién deseada.

2. Sobre uno de los extremos del lado hacemos un giro de 90° hacia el interior
del cuadrado (o lo que es lo mismo, de 270° hacia el exterior).

3. Repetimos el proceso con el lado opuesto al de partida, haciendo el giro
sobre el vértice opuesto al del primer giro.

Al igual que en el caso del triangulo, cada pareja de lados puede tener una
transformacion diferente, o incluso, alguna podria no tenerla. El siguiente proceso de
transformacion, que es uno de los mas conocidos de la Alambra (“el hueso”), puede

servir para aclarar estos pasos.

Imagen 5

2.3. Transformaciones en el hexagono regular

1. Elegimos un lado del hexagono y hacemos en él
la modificacion deseada.

2. Sobre uno de los extremos del lado hacemos
un giro de 120° hacia el interior del hexagono (o lo que es
lo mismo, de 240° hacia el exterior).

3. Repetimos el proceso, dos veces, con los lados
contiguos a los que han llegado las anteriores
modificaciones, de manera que los giros se hagan sobre
tres veértices alternos.

Se puede observar como el proceso de transformacién del cuadrado y del
hexagono son similares. Por este motivo he considerado suficiente ilustrar ambos con un
s6lo ejemplo para cada uno, mientras que para el tridngulo, considerando que tiene una
transformacion mas compleja, he creido conveniente utilizar dos ejemplos.
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En el caso del hexagono, la transformacién que nos sirve de ejemplo, es una de las
que conformaron la exposicion en el Instituto Espafiol de Andorra. En la imagen podemos
observar cémo las transformaciones anteriormente citadas darian como resultado el
contorno en tinta negra. En este caso cada pareja de lados tiene una transformacion
diferente, pero también podria ser en algin caso la misma, o incluso, no tener
transformacion en alguna de las parejas de lados.

En todas las transformaciones
descritas anteriormente hay que tener
en cuenta, no sobrepasar con la
transformacion de uno de los lados, la
realizada en el otro, ya que el objetivo
es borrar el poligono de partida y
quedarnos con la figura resultante de
las transformaciones de los lados, y
esta figura resultante no puede estar
“atravesada” por si misma.

Tanto en el caso del triangulo,
como en el del cuadrado y en el del
hexagono, la dificultad estd, en
ocasiones, en conseguir que el trazo
realizado sobre un lado, se realice
exactamente igual, después de la
transformacion correspondiente. Una
forma fécil de solventar esta cuestion
es seguir el siguiente proceso:

Imagen 6

(1) Realizar el trazo.

(2) Poner papel cebolla (o simplemente un folio que no sea muy grueso) por
encima y calcarlo.

(3) Con la ayuda de la ventana, calcar en la posicion adecuada el trazo del papel
cebolla.

El alumnado a menudo se pregunta, y preguntan al docente, ;como tienen que
hacer los trazos, en qué figura tienen que pensar, con qué forma? La respuesta adecuada,
aunque nos resulte extrafa, es “no hay que pensar, s6lo hay que hacer”. No es bueno
tener ninguna idea predeterminada de lo que se quiere conseguir. Si conseguimos que nos
hagan caso, veremos lo creativa, imaginativa y divertida, que puede ser la actividad
siguiente.

Actividad 3.

Estamos ahora ante el resultado de la actividad 2, que es una “figura extrafia” fruto
de la transformacion del poligono original. Pues bien, este es el momento de echar a volar
la imaginacion. Se trata de mirar, desde cualquier posicion, lo que nos sugiere esa
“extrafia figura”, que de momento es s6lo un espacio en blanco. Para unos ese espacio en
blanco puede ser un pez sin mas que dibujar un 0jo, unas escamas, etc. Para otros puede
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ser la cara de un sefior con una boina, y un pafiuelo al cuello. Posibilidades infinitas las de
la imaginacién ante el papel blanco.

Si la creatividad de un alumno descubre la imagen escondida en su “extrafa
figura”, se pondra manos a la obra a rotular el contorno, y dibujar todo lo que haya
imaginado, hasta que todos lo puedan “ver”. No es todavia momento de dar color. Lo
podemos hacer, si queremos, pero de momento serd trabajo perdido. Si nuestra
imaginacion no consigue darle vida a esa “figura extrafa”, el remedio es fécil, borrar y
comenzar de nuevo, es decir, volver a repetir los pasos indicados en la actividad anterior
para realizar las transformaciones.

Como vemos en esta imagen, en el
ejemplo del hexagono de la actividad 2, ya
hemos dado vida a la *“figura extrafia”
poniéndole un sobrero, una cara y un pafiuelo
al cuello. Quizas otro alumno, sobre la misma
transformacion vacia pueda ver, por ejemplo,
un murciélago, en cuyo caso los trazos
dibujados en el interior de la figura irian
encaminados a que todos pudiésemos
descubrir ese murciélago.

Debido a que lo habitual es que la
inspiracion no llegue en el primer intento, ni
en el segundo o tercero, lo méas practico es
rotular el poligono de partida y hacer a lapiz
las transformaciones. Asi podremos hacer
cuantos intentos necesitemos, sin necesidad
de volver a construir el poligono. Cuando Imagen 7
lleguemos al disefio definitivo, lo calcaremos,
ahora si, rotulando lo que era una “figura extrafia” y dejando sin calcar los lados del
poligono del que partimos.

Es muy interesante, especialmente para esta actividad, que el trabajo, aunque
individual, se haga con varios compafieros alrededor, porque a menudo es mas facil dar
ideas para la “figura extrafia” del compafiero, que darle vida a la propia. Cada alumno
debe sacar adelante su propio trabajo pero puede estar ayudado, inspirado, animado, etc,
por el resto de sus compafieros de grupo.

En la siguiente actividad veremos como con los dos ejemplos de la Alhambra que
han ilustrado la actividad 2, se forman mosaicos sin haber realizado con ellos la actividad
3. Esta es evidentemente una forma de crear mosaicos, pero no es la forma que yo decidi
para trabajar con mis alumnos. Todos los mosaicos con los que se formé la exposicidn
pasaron necesariamente por esta actividad 3. El resultado de esta actividad es
concretamente el que hace que estos mosaicos recuerden, salvando las distancias, algunos
de los trabajos de M.C. Escher, por ejemplo, el de la segunda ilustracion que habéis
podido observar en este escrito.

Actividad 4

Llegamos al final. Después de una actividad de lo més creativa y divertida para los
alumnos, llega el momento mas monotono, que es el de repetir la tesela, fruto de la
actividad 3, para cubrir el plano.
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¢Encajaran las teselas? ;Cubriran todo el plano sin solaparse y sin dejar huecos?
Claro que si, serd como completar un puzzle.

Veamos a continuaciéon como quedarian
los ejemplos de la actividad 2. En el caso del
tridngulo vemos como primera ilustracion la
famosa pajarita de la Alhambra. En el vértice
central confluyen 6 pajaritas, 3 blancas, dos
rojas y una verde.

-

Imagen 8

El siguiente ejemplo que nos aclara
estas transformaciones del triangulo, si
contempla, a diferencia del de la
“pajarita”, la realizacion de la actividad 3.
Observamos 6 “mufiecos” alrededor del
vértice, alternando dos tonalidades
diferentes.

Imagen 9

A continuacion vemos el “hueso”, también
de la Alhambra. Se puede apreciar la union de 4
huesos en cada vértice, dos blancos y los otros dos
de otros colores.

Imagen 10

22 CUADERNOS DE MATEMATICAS




ENTREMONTANA

en el aula

Por dltimo, en la transformacion del hexagono, mirando el cuello de la sefiora,
comprobaremos que hay tres figuras alrededor de cada veértice, en tres combinaciones
diferentes de color.

Imagen 11

Estos nimeros 6, 4 y 3 de confluencias de figuras en los veértices, son una
constante para cada uno de los poligonos (tridngulo, cuadrado y hexagono,
respectivamente). La explicacidn es muy simple, y ya se atisb6 en la actividad 1. Se basa en
la medida del angulo interior del poligono. Podriamos invitar al alumnado a redescubrirlo
o, al menos, a recordarlo. El angulo interior del triangulo equilatero mide 60 grados y se
necesitan, por tanto, 6 angulos interiores de triangulos, para completar los 360 grados de
la circunferencia. Un razonamiento similar se puede hacer para el cuadrado (con 4
cuadrados) y para el hexagono (con 3 hexagonos).

A continuacién podéis leer unos consejos para que la tarea de teselar, es decir, la
realizacion de esta actividad 4, no se haga tan monétona:

(1) Compartir la tarea con otro compafero, es decir, entre dos compafieros
haran los mosaicos de cada uno de ellos.
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(2) Partir de poligonos grandes (de 6 u 8 centimetros de lado) y hacer los
mosaicos en A3, para que no sean las repeticiones, ni muchas para aburrir, ni muy pocas
como para no percibir el mosaico.

(3) Procurar llegar a disefios originales sin demasiadas “filigranas” en el trazado.

(4) Aprovechar este trabajo mecanico y que requiere poca concentracion, para
disfrutar de la compafiia de una musica adecuada a las circunstancias.

¢Cuél es el proceso a seguir, cuando se tiene preparada la tesela base (actividad 3)?
Se trata de conformar una especie de puzzle, como muestran las cuatro ilustraciones
anteriores, con la “pieza” que tenemos entre manos. Para ello necesitamos una trama, en
DIN A3, del poligono de partida y del mismo tamafio del de partida. Esta trama sélo
necesita los vértices de los poligonos, ya que los lados desaparecen con las
transformaciones. En esta trama, y apoyados en la ventana, calcamos la tesela haciendo
coincidir los veértices de la tesela con los de la trama. Tras el primer calco, hay que girar la
tesela volviendo a encajar vértices con vértices y uno de los lados ya dibujados con su
transformado. Este proceso se repite cuantas veces haga falta hasta completar la trama.
Observaremos que en los limites de la trama las figuras quedan incompletas. Hay dos
opciones: dejar la forma rectangular del DIN A3 aunque las figuras de los bordes queden
“rotas”, o recortar el DIN A3 por las figuras completas de los bordes, aunque el disefio
no quede en forma de rectangulo. Particularmente, esta segunda opcién, que habéis
podido ver en el ejemplo del hexagono, me parece que resulta mas bonita.

El punto de vistosidad al mosaico se lo da, sin duda, el color. Hay que conseguir
que las teselas se distingan unas de otras de manera clara, y al mismo tiempo, que desde
el primer vistazo, se perciba la sensacion de estar viendo la misma figura, repetida en las
diferentes posiciones. Algunas ideas que nos pueden ayudar a conseguirlo son:

1. No colorear todas las teselas con el mismo color. Si el deseo del autor es que
todas tengan el mismo color, al menos habria que graduar la intensidad de forma que no
coincidiesen teselas unidas por trazos completos, con la misma intensidad.

2. No colorear en el mismo tono las teselas que estén unidas por un trazo.

3. Mantener simetria en la posicion de las teselas coloreadas en los mismos
tonos.

Hablando del color, seria interesante plantearle al alumnado los colores que
necesitarian para cumplir las condiciones mencionadas anteriormente. Una vez que ellos
sacasen sus propias conclusiones, a las que suelen llegar con facilidad y acierto, podria ser
interesante comentar, quizas sélo en el caso de alumnos de Educacion Secundaria, el
“teorema de los 4 colores”.

Actividad 5

Actividades como estas bien merecen ser expuestas para el disfrute, tanto de los
orgullosos creadores, como de sus profesores, asi como, de los incrédulos espectadores,
que no dan crédito a que algo “bonito” pueda formar parte de una materia como las
matematicas. No es raro escuchar, “jqué bonita le ha quedado este afio la exposicion a
los compafieros de educacion plastica!l” Manera de no llevar a nadie a engafio, es buscar
un titulo para la exposicion en el que aparezca la palabra “matematicas”. Nuestra
exposicion llevo por titulo “las matematicas también se ven”.
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Para que la exposicion refleje lo mas fielmente posible las fuentes de inspiracion, el
proceso del trabajo realizado, las creaciones, etc, y todo ello sin aburrir al espectador,
sefialo, a continuacion, los siguientes aspectos:

1. Elegir un titulo para la exposicion significativo y atrayente al mismo tiempo.

2. Poner a cada trabajo un titulo que haga referencia, a ser posible, tanto al
poligono de partida como al resultado final.

3. Hacer una brevisima ilustracion de las fuentes de inspiracion, por ejemplo,
alguna imagen de los mosaicos de la Alhambra y de los de Escher y alguna referencia
escrita a ambos.

4. Ubicar de manera diferenciada los mosaicos construidos a partir de cada uno
de los tres poligonos.

5. Elegir para cada poligono, el mosaico que nos parezca mejor realizado y mas
vistoso, y de él exponer, ademas del resultado final, el proceso paso a paso con algln
texto aclaratorio cuando se crea necesario. A continuacion colocar todos los mosaicos
realizados a partir del mismo tipo de poligono.

6. Concluir con un “asi se hizo”, con fotos de los alumnos calcando en las
ventanas, coloreando, montando la exposicion...

A continuacion se muestran las iméagenes de algunos de los mosaicos de la
exposicion.

En el de las caras de labios gordos, hecho a partir de triangulos, se puede observar
como alrededor de cada vértice hay 6 caras. Se puede observar también que uno de los
lados no tiene transformacion alguna. El mosaico recoge dos combinaciones diferentes de
color en sus teselas.
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En el de los peces, hecho a partir de cuadrados, confluyen 4 peces en cada vértice,
y también hay dos combinaciones de color.

Imagen 13

Por dltimo, el de las caras con gafas, hecho a partir de hexagonos. En cada vértice
confluyen 3 figuras de 3 colores diferentes.

En todos ellos se puede apreciar el juego del color y de las simetrias.

26 CUADERNOS DE MATEMATICAS




ENTREMONTANA

en el aula

Conclusion

La realizacién de esta actividad, no la que he llevado a cabo sélo en el Instituto
Espafiol de Andorra, como habéis podido leer en la introduccion, sino también en otros
centros y con alumnado de otros niveles (4° de ESO, diversificacion...).

Mi experiencia en cualquiera de los casos ha sido, cudnto menos grata. En general
el alumnado ni se imagina que dentro de una materia como las matematicas quepan
actividades de estas caracteristicas.

Entiendo que todos aquellos que hemos tenido la fortuna de descubrir la belleza
del universo matemaético estamos en la obligacién de contribuir a la demolicién de esa
burbuja de rechazo a las matematicas que rodea a buena parte del alumnado. Esta es una
idea que marca mi labor docente diaria. Me siento siempre en la cuerda floja, haciendo
malabarismos entre el rigor matematico y el lenguaje cercano a los alumnos. La actividad
que os he presentado aqui es un ejemplo claro de como podemos mostrar a nuestros
alumnos una parte de las matematicas que le resulte “bonita”.

Creo que esta actividad es una estupenda ocasion para que los alumnos puedan
trabajar en equipo y para “enganchar”, al menos unos dias, a esos alumnos que se
encuentran perdidos en ese extrafio lugar poblado de polinomios, ecuaciones y otros
muchos “monstruos desconocidos”, que es para ellos la clase de matematicas.

Cuando he hecho mosaicos con los alumnos siempre he conseguido que, durante
unos dias, todos trabajen juntos en algo que sienten, que pueden conseguir hacer bien,
que pueden mostrar a los demas y de lo que se pueden sentir orgullosos. ;Qué mas
puedo pedir?

La idea al describir esta actividad no es otra que haceros llegar a vosotros,
compafieros, mi experiencia en el aula. Si algunos os animais a llevarla a cabo, espero que
os sea de utilidad lo que os he contado. Si ademas quedais satisfechos con el resultado
sentire, por la parte que me toca, que ha merecido la pena el esfuerzo.
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http://www.juntadeandalucia.es/averroes/iesarroyo/matematicas/materiales/3eso/geometria/movi
mientos/mosaicos/mosaicos.htm
[fecha de consulta: 20-12-09]
http://www.ceibal.edu.uy/contenidos/areas_conocimiento/mat/teselacionesplano/escher.html
[fecha de consulta: 20-12-09]

Bibliografia
e JL Antén, F. Gonzalez Ferreras, C. Gonzalez Garcia, J. Llorente, G. Montamarta, J.A.
Rodriguez y M2, J. Ruiz. Taller de matematicas en la ESO, de ediciones Narcea. Apartado
dedicado a “actividades con mosaicos”

e M.C.Escher. Estampas y Dibujos. Taschen

Videos
La aventura del saber. M&s por menos. Nimeros 2 y 3 de la coleccion.

Anexos

Tramas fotocopiables y ampliables de puntos, tridngulos, cuadrados y hexagonos.
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ANEXO | - Trama de vértices de cuadrados
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ANEXO Il - Trama de cuadrados
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ANEXO Il - Trama de hexagonos

z

CUADERNOS DE MATEMATICAS

31



ENTREMONTANA

en el aula

ANEXO IV - Trama de vértices de triangulos y hexagonos
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ANEXO V - Trama de hexagonos
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ANEXO VI - Trama de vértices de triangulos y hexagonos
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Investigaciones en el aula de matematicas
otra forma de enfocar la resolucion de problemas

Enrique Salazar Balboa
INTRODUCCION

Existen distintos niveles de realizacion matematica a través de los cuales nuestros
alumnos muestran su sabiduria y potencial matematico. En este monogréfico se presentan
actividades de todo tipo, se les ofrece la oportunidad de mostrar su creatividad, imaginacion,
rigor, su conocimiento de métodos y conceptos matematicos, las habilidades para la
comprension y el manejo de las nuevas tecnologias, etc. Sin duda, cada actividad pondra al
alumno en situaciones mas o menos familiares, mas o menos elaboradas, y mas 0 menos
complicadas.

Pero dentro de ese cuerpo de aptitudes variables que cotidianamente le pedimos en el
aula, yo personalmente he detectado la gran dificultad que supone en general para él
enfrentar una Ssituacion abierta. Llamo abierto, en este caso, a todo aquello que no es
cotidiano en el aula, y desgraciadamente la investigacién y la indagacion son asignaturas
pendientes en el aprendizaje matematico de nuestros alumnos por cuanto suelen requerir
mucho tiempo, mucho esfuerzo, y demasiada autoconfianza y teson.

En estudios y taxonomias acerca del hacer matematico de los alumnos, algunos
autores destacan lo que se denominan capacidades de orden superior. Y este es el caso.
Podemos hablar de la comprension, el razonamiento, los procedimientos especificos, o los
de indole mas general, podemos hablar de la capacidad para comunicar ideas, etc. Y
podemos hablar de la potencia matematica de un alumno, de su capacidad para ir mas alla de
lo previsto y més alla del estereotipo. Aqui es donde se sitlan la investigacion, la indagacion
y la conjetura. No son otra cosa que una sintesis de alta exigencia de todas las capacidades
antes mencionadas con el objeto de que el alumno produzca conocimiento.

Esta en juego la aplicacion de los conocimientos y capacidades que el alumno tiene, y
su calidad como aprendiz para conjugarlas sin el guion previo que en muchas ocasiones le
proporcionamos en el aula. Aqui se presentan actividades dirigidas al profesor, mas o menos
pautadas y explicitadas, pero las peripecias que viven el profesor y los alumnos no seran otra
cosa que el resultado de enfrentar tareas no siempre sencillas y faciles, asi como el equilibrio
entre las situaciones rutinarias conocidas de aplicaciéon directa y el uso de algoritmos o
formulas, por una parte, y las situaciones surgidas de la indagacién y el razonamiento, por
otra. La informacion podra ser escasa 0 abundante, el alumno podra usarla, e incluso
generarla, pero la complejidad del problema sera el denominador comun de todas estas
tareas. La complejidad de las operaciones y los nimeros implicados variara segun el nivel en
el que se aplique, pero siempre se podra ir mas alla.

Estamos hablando del nivel superior.

35 CUADERNOS DE MATEMATICAS




ENTREMONTANA

enelaula

Decir, por ultimo, que las actividades presentan un rango de profundidad y de
dificultad en su tratamiento susceptible de aplicarse a distintos niveles. De hecho, abarcamos
la franja desde los 11 hasta los 13 afios.

Actividad N° 1
MULTIPLICACION-VALOR DE POSICION DE LAS CIFRAS
CALCULADORA

En esta primera situacion, detectamos bien el “miedo”, bien la “aficiébn” de nuestros
alumnos ante las operaciones basicas y el valor de la posicion de las cifras en un nimero.

A partir de 5 cifras distintas, formar dos ndmeros, uno de dos cifras y otro
de tres, de manera que el producto de ambos produzca el mayor resultado y

el menor resuftado
] ] - Mayor producto
Cinco cifras N@ con tres cifras / yorp
distintas de cero multiplicar \
5 ;
Ne con dos cifras Menor producto
Primaria Secundaria: 1° Secundaria: 2°
Comenzar con menos Cinco cifras Cinco cifras
cifras Resultados concretos Resultados concretos
Resultados concretos Intentar inducir Incluir el cero
generalidades Intentar inducir
generalidades

Solucion: mayor —> primera con pendltima (tras ordenarlas)
menor > dos cifras menores (tras ordenarlas)

Usar: tablas para identificar patrones numéricos, calculadora imprescindible.

Primaria; Una secuencia:

» Comenzar con cuatro cifras, y colocar aleatoriamente dos y dos cifras, varias
veces. Resultados distintos. La cuestidn tiene sentido.

» Comprobar que es mejor colocar el mayor antes: 93 mejor que 39

» Combinar distintas posiciones. Llegar a la conclusion con cuatro cifras, ya que sélo
hay tres posibilidades (el mayor siempre sera el primero con el Ultimo).
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» Ampliar a cinco cifras. Hasta donde se llegue. Con la experiencia anterior de
cuatro cifras, el alumno debe sospechar que no hay que tomar las tres cifras mayores juntas.
Comprobar distintos resultados. No es necesario ir més alld dado que se trata de una
especie de juego, pero algunos alumnos seguramente hallaran la respuesta correcta para
cinco cifras.

Secundaria 1°:

» Tantear directamente con cinco cifras. Resultados distintos. El problema tiene
sentido.

» Comprobar que es mejor colocar el mayor antes: 93 mejor que 39.

» Combinar distintas posiciones. Surge la sospecha de que los tres numeros
mayores no deben ir juntos.

» Concluir un resultado general: Primero con pendltimo (maximo) y dos Ultimos
(minimo). En este nivel de 12 y 13 afios habra alumnos que logren una repuesta correcta.

» Debate abundante.

Secundaria 2°:
» Mismo proceso que en 1° de ESO

» Avanzar en las conjeturas incluyendo el cero. Extraer conclusiones generales en este
caso: no existe diferencia alguna con el caso general.

Semejante:

Coloca los nimeros 1, 2, 3y 4 en los circulos inferiores, y efectta los productos de parejas de
nimeros segun indican los trazados de las lineas. ;Qué disposiciones iniciales producen los productos
maximo y minimo en la clspide?

O
P
O

O, O

A KA KA X

o O O O
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Actividad N° 2
AGRUPAMIENTOS-DIVISION-SISTEMA DE NUMERACION

Un paquete contiene 2 envases, una caja contiene 3 paquetes, un blogue
contiene 4 cajas, y un saco tiene 2 blogues. ;Qué material necesitamos para
transportar 1806 envases?

(" )
[ Y -0
8][8 D ——» paquete s necesario realizar:
’ < ibujos, representa- |
iones y esquemas !

N

o am

J\.
Vs

En esta actividad aprendemos a dividir sumando, mejor aun, multiplicando. El papel de
cada elemento de la division adquiere un sentido pleno, la divisibilidad de (dividendo - resto)
con respecto al cociente, y con respecto al divisor, ofrece la oportunidad de reflexionar
sobre qué ha de ocurrir en una division para que dividendo y divisor se relacionen como
multiplo y divisor. El resto adquiere un significado vinculado a la divisibilidad.

A)  Primaria

Esta es una actividad esencialmente instructiva. De hecho, estan en juego los
conocimientos de los alumnos de primaria sobre:

Interpretacién del resto de la divisién
Bases de agrupamiento distintas de la decimal, y
Divisibilidad

En realidad, en primaria es natural comenzar esta tarea tanteando; también en
secundaria. La division, y el agrupamiento que esta conlleva, o sea, el nUmero de grupos
menores que contiene un grupo mayor, requiere inicialmente realizar el problema de la
forma maés natural: contando. Los alumnos comenzaron su relacién con las matematicas
contando, y por tanto es natural que imiten el instinto matematico del ser humano. El
concepto de dividir es posterior, y de hecho es una operacion que no resulta facil de
asimilar, incluso en el primer ciclo de secundaria. Es por ello que el alumno ha de hacer
grupos, tal como los hacemos al agrupar en nuestro sistema de numeracién de 10 en 10, de
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100 en 100, etc. La simplificacion que aporta la multiplicacion como acelerador de la suma es
algo también natural en casi todo nifio de esta edad, con lo que, una vez realizados los
agrupamientos posibles (pag, caja, etc), el alumno ha de entender que puede ordenar y
transportar sacos para terminar antes. La sugerencia es poner al alumno en situacién real, tal

como si estuviera trabajando en una fabrica de helados de nata.
Los sucesivos productos por 48 (cada saco) determinaran los datos que nos interesan,

para ir pasando a productos por 24 (cada bloque), por 6 (cada caja), y finalmente por 2 (cada

paquete). Nos quedaran los envases sueltos.
De esta forma conseguiremos aprender algo sobre sistemas de numeracion, que no

son otra cosa que sistemas de agrupamiento.

» Contar numero de envases en los distintos érdenes de empaquetado:

1PAG oeeeriiee e KR e, 2 BNV
1CaA v 33 PA] L %2, Beny
lblog..cc.coo.. x4 dcqj ...l x3.12 paq ....... %.2....242env
lsac ..... x2.2blog .....x4..8¢cqj ........ x324 paq ........ .X.2...48','env

» Utilizar el producto y la suma para aproximarse al total 1806;

1

48x1=48 ; 48x2=96 ; 48x4=192 ; 48x8=384 ; 48x16,+i768 , 48x32 = 1536
1536+4x48 = 1536+192 = 1728 ; 1728+2x48 = 1728+96 = 1824 ; NO
1728 + 1x48 = 1776 — 1806 - 1776 = 30 quedan 30

! -

32+4+1=37 I
ensayar la division como Potiesl
inversa de la multiplicacion Llegar a 1776

con resto 30— 2'4><1:24

ensayar la multiplicacion
como sumas reiteradas

Repetir proceso anterior
Sacar conclusiones a partir del debate

B) Secundaria: 1°

En 1° de ESO podemos comenzar como en primaria, aunque el ritmo ha de ser mas
agil; ha de pasarse casi inmediatamente a la division sin terminar el proceso de primaria hasta

la solucion. Basicamente se instruye en los conceptos de
Divisibilidad
Divisién

Veamos una posible secuencia:
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» pasemos a dividir: 1806 |48
366 37 —— > 37 sacos

3 0 envases _L,
30 (24

» 6 1— +1bloque
envases
> 6|6
» no sobran envases —» 0 1 —> + 1 caja

» En realidad, es casi obligada una pausa entre las distintas divisiones. Aqui la gran
herramienta es el debate, ya no disponemos de la tarea artesanal de primaria consistente en
ir ordenando por sacos, bloques, etc. La abstraccién que supone la divisibon como tal
requiere un comienzo como en primaria, esto es, contando, maxime si queremos motivar a
los alumnos; pero en este nivel se ha de centrar la atencion en el significado de la division, y
sobre todo de su algoritmo. Los distintos restos constituyen el guion de nuestras
actuaciones. Es un continuo volver a comenzar.

En este Ultimo sentido, me permito sugerir que se realice el algoritmo con todos los
datos, o0 sea, con los resultados parciales. Alimenta los contajes previos:

1806 | 48
144 37
366
336
30
Semejante:

Los asientos de un estadio se agrupan de la siguiente forma:

cada fila tiene 60 asientos cada puerta tiene 4 gradas el estadio tiene 4 sectores
cada grada tiene 25 filascada sector tiene 6 puertas

1. Calcula la capacidad del estadio

2. Si los espectadores se agrupan de forma ordenada sin dejar huecos entre ellos, ;qué
elementos ocuparian 120.723 personas?

Actividad N° 3
EL CERO DE LOS NUMEROS ENTEROS

Bajo el nivel del mar existen profundidades como la Cuenca Argelino-
Provenzal, que esta entre Francia, Baleares y Cerdefia, a 2.850m bajo el mar (P), la
sima mayor del Adriatico a 1.190m bajo el nivel del mar (A), y la sima del
Cantabrico a 4.850m de profundidad (C). El Teide mide 3718m sobre el nivel del
mar.
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Expresa estos mismos puntos
usando ndmeros con signo en 4000 1 @Teide
cada uno de los siguientes casos. 3000 |
a)la escala tiene el origen (0) en el 2000 1
. g 1000 _
nivel del mar (como indica la 0 nivel del mar
b)El origen lo determina el punto P 2000 +
¢) El origen lo determina el punto A 3000 4 §
d)El origen lo marca el punto C -4000 +
e)El origen estd en la cima del Teide 5000 + C
Grafico A

En realidad, esta actividad debe de realizarse con una regla que sirva de referencia. En
el gréfico anterior aparece la linea del nivel del mar, pero s6lo en la presentacion de la
actividad. Sustituir esta linea por una regla-bastidor permite dar al cero el valor de un

numero mas. Por ejemplo, sera necesario que el alumno confeccione otros graficos como el
siguiente:

80007
7000t Teide
60001
500071
400071
3000+ Nivel del mar
200071
100071
0 f#
-1000 T \/
-2000 1
C
Grafico B
Primaria Secunaaria
Constituye un problema como tal Nivel conceptual inmerso en la
Nivel conceptual de intuicion estructura conceptual de Z (el cero, la
Concepcion icénica no numerica simetria, sentido de avance, etc)
Suma y resta con enteros
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A) Primaria

Evidentemente, tras la gréafica B sugerida hay una serie de operaciones que seran o0 no
factibles en primaria. Operaciones como:

3718 + 2850 = 6568 para el Teide
2850 - 1190 = 1660 para el punto A,y
2850 - 0 = 2850 para el nivel del mar

Sin embargo, unas y otras tienen sentido y dificultad distintas, de tal forma que para un
alumno de primaria, e incluso de secundaria, pueden suponer cierta complicacion.

La secuencia en primaria debe de comenzar de forma eminentemente gréfica, y derivar
hasta el sentido numérico cuando el grupo de alumnos lo permita (este tipo de
investigaciones pone de manifiesto las diferencias importantes entre unos alumnos y otros):

1. La concepcidn icénica del problema hara que el alumno de primara no tenga
dificultad en realizar aproximaciones de esta gréfica B, sin cuantificar con exactitud el valor
del nivel de los puntos Teide, A,C y nivel del mar. Haremos una escala en la vertical para que
él sepa situar de forma aproximada estos cuatro puntos. En realidad, la construccién de la
gréfica se emplaza en el nivel mas intuitivo de la comprension de los nimeros enteros con
signo, y, de hecho, una sugerencia es comenzar con un ejemplo en el que los nimeros
tengan todos una terminacion en doble cero, o sea, centenas (-2500, 3400, etc). Esto facilita
que las aproximaciones antes mencionadas sean faciles de realizar, y facil también la
confeccion de la “nueva” escala. Las operaciones pueden evitarse, ya que la construccion de
la escala facilita la comprension de los “nuevos” niveles.

2. El ejemplo anterior debe de animar ahora a construir un problema semejante pero
con cantidades terminadas en cero, o sea, con decenas. La variacion de los niveles en funcion
de la referencia u origen puede sugerir al alumno la realizacién de operaciones del tipo:

a+b = b-(-a) b-a b-a=-a-(-b)
1720 - (-340) 2450 - 870 - 790 - (-1510)
Uno por encima del Ambos por encima del Ambos por debajo del
origen (1720) y el otro origen (2450 y 870) origen (-790 y -1510)
por debajo (-340)

Este caso puede animar a los mas motivados a intentar situar de forma numérica los
puntos a partir de las operaciones. En primaria no parece imprescindible llegar a este nivel
de operatividad.

3. En el ejemplo original, probablemente les resulte facil situar el nivel del mar, ya que
la operacion 2850 - 0 = 2850 surge sin problemas. Otros casos seran mas complicados, pero
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la secuencia centenas-decenas es apropiada para otorgar sentido a las operaciones con
enteros a partir de las escalas. De ahi a pasar al nivel de abstraccion de las operaciones es un
salto que evidenciara las diferencias entre unos alumnos y otros, pero todos ellos tendran un
nivel en el que situarse, desde el puramente iconico y manipulativo de la gréfica y una regla-
bastidor, hasta el méas abstracto de la traduccion numérica del problema. Se trata, por tanto,
de intentar operar con cualesquiera cantidades como nimeros enteros.

B) Secundaria

» Como en las demas actividades, en secundaria conviene comenzar con trazados de
aproximacion del tipo de los realizados en primaria (centenas y decenas), con el objeto de
motivar la necesidad del uso de las operaciones que nos sitlen los puntos de forma precisa.
Es de esperar que las diferencias entre unos y otros alumnos sean importantes, por lo que
tendremos diferentes respuestas que sélo confirmaran lo que ya sabemos: los nimeros
enteros constituyen uno de los nudos conceptuales que incluso algunos alumnos de
secundaria no llegaran a deshacer.

» Variar la regla se debe traducir en variar la escala. El sentido bipolar del avance en
los numeros enteros (positivo y negativo) nos pone en situacion, ya que las operaciones a
realizar seran de suma o de resta. De suma si ambos puntos estaban por encima o por
debajo del nivel del mar, y de resta en otro caso. Esto no es facil, y nos recuerda que en
realidad estamos en el mismo tipo de ejercicio en el que situamos los puntos en la recta
numérica y encontramos las distancias o diferencias entre nimeros enteros.

—4859 —2859 -1190 (I) 3718

3718+2850 = 6568

La estructura simétrica de los enteros, con el cero como centro de las cantidades,
supone un tipo de operacion distinta a la de sumar o restar nimeros naturales. El signo de
los nimeros viene dado por la referencia del cero, pero en este caso el movimiento de la
regla que busca otro centro nos exige operar, restar con enteros. Esto no es facil para
alumnos de primaria, como se ha dicho, y por tanto requiere de actividades como esta de
carécter lineal que estdn en la intuicion de las personas, y que posibilitaran el salto a la
abstraccion de las operaciones entre enteros para alumnos de secundaria.

Semejante:

Los musulmanes sittan el inicio de su calendario en el afio 622 dC. Indicar qué afios de su
calendario serén cada uno de los siguientes afios del calendario critiano:

-313 0 313 aC. 224 dC. 616 dC. 2009 dC. -2020 0 2020 aC.
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Actividad N° 4
UN POLIGONO MUY PARTICULAR: Poligonos regulares estrellados

Dividimos la circunferencia en una serie de partes iguales y, partiendo de cualquier
punto, damos saltos iguales uniendo esos puntos.

PUNTOS : 8 P (n° puntos) PUNTOS : 6
SALTOS: 3 S (tamafio salto) SALTOS: 2

Trazamos el poligono Hemos de levantar el lapiz
sin levantar el lapiz Aparecen dos triangulos

(Sabrias decir qué relacion ha de existir entre el numero total de puntos
y el tamafio del salto para que se pueda realizar el trazado de una vez,
sin levantar el Idpiz del papel?

Primaria Secundaria
Comenzar con casos concretos. Por Surgen generalizaciones falsas como en
ejemplo, P mdultiplo de S. primaria.
Primera generalizacion: ambos Puede surgir otra generalizacibn como
impares (contraejemplo: 9y 3) que uno de los dos sea primo.
Otra generalizacion: uno par y otro Necesario llegar a la relacion “mdltiplos|
impar (contragjemplo: 12 y 3) entre si”

Esta actividad representa, en mi opinion, la esencia de una investigacion escolar. No es
plenamente instructiva como las anteriores, pero discurre a lo largo de una gama tal de
aproximaciones a la respuesta, que hacen que esta actividad tenga, desde un caracter ludico,
hasta connotaciones académicas sobre los conceptos de nimero primo y nimeros primos

entre si.
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Tiene la cualidad de no requerir llegar a la respuesta correcta sin que por ello deje de
ser (til. En realidad, es una actividad complicada en su resolucion.

A) Primaria

Préactica del ensayo-error

Debate imprescindible

Potencia la curiosidad
Relaciones mltiplo-divisor y paridad de los niGmeros
Intuiciones sobre nimero primo

» Una primera fase de comprension del problema. No todos los alumnos tienen
facilidad para entender qué se pretende.

» Desde el comienzo surgen relaciones numeéricas libres entre P y S. La interaccion
profesor-grupo, a través del debate, ha de convertirse en un juego de enigmas y adivinanzas.
El profesor debe de tener contraejemplos, pero ha de constituirse en notario de los
hallazgos de los alumnos. Por ejemplo, una de las primeras sugerencias es que P ha de ser
multiplo de S. Se puede comprobar en este supuesto (ensayo-error) que una y otra vez
aparecen tantos poligonos distintos e inconexos como indica S, con un nimero de lados
igual al cociente P + S. En el caso anterior p=6 y s=2, por ejemplo, hay dos poligonos de
tres lados (6:2). El profesor ha de animar a los alumnos a tomar nota de ello.

» Surgen otras generalizaciones relacionadas con la paridad de los numeros. Los
contraejemplos han de descartar esos resultados generales. Es frecuente la sugerencia de
que uno de ellos ha de ser impar.

» En algin momento debe de surgir la idea intuitiva de que ambos nimeros parecen
estar peleados de alguna forma. En primaria puede ser una actividad instructiva si el profesor
la usa para introducir la idea de nimeros no amigos 0 primos entre si, pero no es necesario
llegar al final y a las definiciones correspondientes. Cuando se habla de no amigos, nos
referimos a la no existencia de divisores comunes. Por tanto:

» La presentacion por parte del profesor de ejemplos de parejas de nimeros que
formen una estrella trazada de una sola vez, puede sugerirnos que existen nimeros que no
tienen divisores comunes. Y nada més, entiendo.

B) Secundaria

Intuiciones sobre nimero primo y sobre n® primos entre si

» En secundaria se debe ir mas alld&. En este nivel hemos de esperar que la
comprensién de la situacion sea mas rapida que en primaria, y la naturaleza practica de esta
actividad, consistente en situar puntos en el circulo, puede acelerar la indagacion a partir del
ensayo-error y la constatacion de lo hallado.
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» Es una actividad factible para introducir la nocidon de nimeros primos entre si. Sin
embargo, es aconsejable también a posteriori, cuando el alumno ya tiene nociones sobre
ndmero primo y ndmeros primos entre si. Existen otras actividades motivadoras para
introducir ambos conceptos, seguramente menos complicadas que esta, pero aqui se trata
sobre todo de indagar y de utilizar conocimientos ya trabajados.

» En secundaria han de surgir generalizaciones como que uno de los nimeros sea
primo. Sabemos que todo nimero primo lo es con cualquier otro, salvo con sus multiplos
(vale el contraejemplo 9y 3), pero esta suele ser una muy buena aproximacion a la respuesta
correcta. Normalmente, podremos encontrar alumnos de secundaria que lleguen a sugerir la
respuesta correcta.

Actividad N° 5
LAS DIAGONALES DE UN CUADRILATERO

Indagar acerca de la posicion relativa y tamarios de las diagonales de un
cuadrilatero en todos los casos

Esta es una sencilla investigacion, que a nivel de Primaria puede de finalizar con la
descripcion y la clasificacion inicial, y en Secundaria ha de tener un caracter mas dinamico,
relacionando las diagonales con los lados y los angulos en movimiento que determinan
distintas clasificaciones.

En realidad, es una actividad mas propia de Secundaria, por cuanto el nivel de
razonamiento requiere un potencial que suele ser elevado para Primaria. No obstante, es
interesante iniciar al alumno mas pequefio en razonamientos de este tipo (clasificacion), ya
que el estudio de los poligonos esté en la base de muchas otras actividades de Geometria,
no siempre bien atendidas a nivel escolar. Las nociones de paralelismo, perpendicularidad,
vértice, segmento, distancia, angulo y clasificacion de angulos, diagonales, e incluso las
nociones de area, se ven muy reforzadas si hacemos un esfuerzo en la comprension de las
tipologias de cuadrilateros. Incluso el posterior estudio de los poligonos, el trazado de
poligonos regulares, sus angulos interiores y exteriores, etc, requieren una capacidad de
razonamiento que comienza en los contenidos que trabaja esta actividad de investigacion.

Depende de la clasificacion de cuadrilatero:
Segun namero de lados paralelos
Segun ndamero de lados iguales

Segun numero de angulos iguales
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La usual es la primera: Segun numero de lados paralelos, y es la que usaremos en
Primaria. Partimos de este criterio y lo enriquecemos con otras caracteristicas. En
Secundaria, por tanto, se debe dar el salto de cualidad para promover la capacidad de
distintos criterios de clasificacion que conviven y no son contrapuestos. Partiendo de ella, en
este nivel superior se van afiadiendo criterios para finalizar la clasificacion y realizar otras
distintas. Posteriormente, podemos evidenciar que el estudio de las diagonales de un
cuadrilatero es una ampliacién de los razonamientos que permiten clasificar cuadrilateros y

enriquecerlos.

A) Primaria Necesario reconocer las figuras
Partir del cuadro inicial de clasificacion
Afadir estudio angulos rectos e igualdad de angulos
Afadir estudio de las diagonales

»

2 pares de lados paralelos
PARALELOGRAMO

1 par de lados paralelos
TRAPECIO

Ningun par de lados
paralelos

TRAPEZOIDE

4 lados iguales

2 lados iguales (no //)

cuadrado trapecio isdsceles
rombo
lados iguales 2 a 2 lados desiguales
rectangulo trapecio rectangulo
romboide trapecio escaleno

(paralelogramo genérico)

Cuadrilatero
generico

g

CLASIFICACION COMPLETA

2 pares de lados paralelos
PARALELOGRAMO

1 par de lados paralelos
TRAPECIO

Ningln par de lados
paralelos

TRAPEZOIDE

4 lados iguales
4 angulos rectos
cuadrado

lados desiguales
2 &ngulos rectos
trapecio rectangulo

lados iguales 2 a 2
4 angulos rectos

2 lados iguales (no //)
angulos iguales 2 a 2

Cuadrilatero
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rectangulo

trapecio isosceles

4 lados iguales
angulos iguales 2 a 2
rombo

lados iguales 2 a 2
angulos iguales 2 a 2
romboide
(paralelogramo genérico)

lados desiguales
angulos desiguales
trapecio escaleno

generico

4

» Se incorpora el estudio de las diagonales a partir del dibujo:

2 pares de lados paralelos
PARALELOGRAMO

1 par de lados paralelos
TRAPECIO

Ningan par de
lados paralelos

TRAPEZOIDE

4 lados iguales
4 angulos rectos
diagonales iguales y 1
cuadrado

lados desiguales

2 &ngulos rectos
diagonales desiguales
trapecio rectangulo

lados iguales 2 a 2
4 angulos rectos
diagonales iguales no |
rectangulo

2 lados iguales no //
angulos iguales 2 a 2
diagonales iguales
trapecio isésceles

4 lados iguales
angulos iguales 2 a 2
diagonales desiguales |
rombo

lados iguales 2 a 2
angulos iguales 2 a 2
diagonales desiguales no |
romboide
(paralelogramo genérico)

lados desiguales
angulos desiguales
diagonales desiguales
trapecio escaleno

Cuadrilatero

generico

B) Secundaria:

10y 20 Clasificacién por mas de un criterio
Estudiar perpendicularidad de diagonales en trapecios
Visidn dindmica para transitar de una figura a otra

» En secundaria se deben realizar clasificaciones distintas:
A partir de la igualdad de lados (todos iguales, iguales dos a dos, o

desiguales)
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A partir de igualdad de angulos (todos iguales, iguales dos a dos, o
desiguales)
Cruzar distintos tipos de clasificacion.

» Las diagonales en los trapecios y la visién dindmica correspondiente requieren del
uso de software especifico. Algunos programas como CABRI o GEOMETRE (web del MEC
http://descartes.cnice.mec.es, enlaces) permiten modificar trazados conjuntos de los
elementos de una figura, asi como hacer evolucionar las magnitudes de amplitud de angulo y
longitud de lados y diagonales, asi como posiciones relativas. Con él podemos ver con
claridad, por ejemplo, como cambia la posicion relativa de las diagonales al pasar de
cuadrado a rectangulo, de rombo a romboide, 0 de trapecio isOsceles a trapecio isdsceles
con diagonales perpendiculares.

A continuacion se presentan una serie de instantaneas de algunos de estos
movimientos:
» De cuadrado a rectangulo: angulo de las diagonales

» De rombo a romboide: angulo de las diagonales

» De trapecio isOsceles a trapecio isosceles: angulo de las diagonales (iguales)
R o %
» De trapecio a trapecio: pares de lados iguales

I . SFS\
/ /

Estas actividades favorecen claramente la comprension de los distintos criterios de
clasificacion.
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Actividad N° 6
LOS PROBLEMAS SON EL CALDO DE CULTIVO DEL RAZONAMIENTO

Actividad no pautada que es portadora de la capacidad requerida por excelencia en
toda investigacion: el razonamiento.

Ejemplos de este tipo son frecuentes en las aulas de matematicas. Constituyen el
soporte mental y emocional de todo cuanto intentamos transmitir a nuestros alumnos.

Debes completar el cuadro, teniendo en cuenta las afirmaciones
Siguientes:

Nombre  Aficién Edad  Nacionalidad Estado civil

1. £/ que es aficionado al AJEDREZ no se llama ANGEL.

2. ANTONI/O tiene 6 ANOS menos que el mayor y es ESPANOL.
3. £l que practica la CAZA es SUECO.

4. EL SOLTERO tiene 26 anos.

5. £l que es SUECO tiene 4 ANOS més que el CASADO.

6. £/ que practica CICLISMO no es DIVORCIADO y es de RUSIA.
7. FERNANDO es el mayor de los tres.

8. EL mayor no es SUECO.

50 CUADERNOS DE MATEMATICAS




ENTREMONTANA

enelaula

Materiales didacticos diversos

Jaime Gil Garcia

Introduccién

Dificil, esto de ensefiar; y dificil, yo diria que enormemente dificil, esto de ensefiar
Matematicas. ;Qué pasara por la mente de un chaval con serias dificultades en esta
materia? Si angustioso tiene que ser perder el hilo en una cualquiera, mucho mas lo ha de
ser en ésta. Otras ofrecen al alumno multitud de vericuetos para atrapar a la expedicion y
seguir el avance junto a sus comparieros; pero la que nos ocupa es despiadada; no sélo no
brinda ningun cabo al que se ha atrasado, sino que cada vez se aleja mas de él. Siempre
me ha preocupado esta situacion y ha estado en mis miras aprender a echar ese cabo al
que el alumno pueda asirse para trepar hasta donde se encuentran los demas
expedicionarios. No es nada facil; y, para colmo, la mayoria de las veces, el obligado
avance de la expedicion no nos lo permite.

iQueé dificil resulta recuperar a un alumno que hace tiempo que se ha perdido! De
muy diversa indole son los factores que lo impiden: la rigidez del sistema educativo-
administrativo, la imposibilidad de una atencion efectivamente personalizada, la
insuficiencia de recursos, la misma negativa del alumno a su recuperacion, etc. Algo
parecido pasa con los alumnos cuyas posibilidades les permitirian un desarrollo mas
rapido y mayor de sus capacidades. Quizéds sean éstos los que en la actualidad menos
atencion reciban, produciéndose una peérdida inestimable en el potencial que ellos
encierran, tanto para aprovechamiento propio como de la sociedad.

Aungue no solo dependa de nosotros, y en muchas ocasiones nuestra labor se vea
truncada por multitud de factores externos, una parte no soOlo importante sino
fundamental y decisiva del éxito de cualquier proceso educativo depende de los
profesores que lo tengamos que poner en practica. Igualmente, la recuperacion de los
alumnos con dificultades y el aprovechamiento de las potencialidades de los mas
avanzados también dependen en gran medida de nosotros. En este sentido, la elaboracion
e intercambio de las actividades que llevemos a cabo, tanto de recuperaciéon como de
ampliacion, puede ser determinante. Quizas, en estos materiales de elaboracion propia,
en el intercambio y evaluacion de los mismos y en una buena coordinacion que aglutine
estos esfuerzos y multiplique su eficacia, esté, en parte, el principio de la consecucion de
los pequefios éxitos diarios que conforman el buen enfoque de cualquier labor y parte de
la solucion a los problemas aqui referidos.

En aras de este intercambio, y aprovechando la oportunidad que Entremontaria
nos ofrece, tengo el atrevimiento de presentaros algunas modestas muestras de
materiales que he elaborado y que suelo proponer a mis alumnos. Me gustaria que cada
una de ellas se contemplara formando parte de una propuesta global de trabajo que no
tiene cabida aqui, y entendiendo que ninguna de ellas es nada si no va acompafiada de la
insustituible y determinante actuacion de la persona encargada de dirigirlas: el profesor,
quien puede darle sentido, o no, a la misma, sugerir multitud de incursiones a
variadisimos campos de trabajo, o encaminarla hacia una funcién tanto de recuperacién
como de ampliacién.

Quiero destacar que cualquier actividad de las que presento perderia gran parte
de su valor si la cifiésemos exclusivamente al aprendizaje del motivo matematico al que
hace referencia. Por supuesto que el aprendizaje del mismo es importante y objetivo
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irrenunciable (aunque, ;cuanto tiempo tardaria ese mismo alumno en asimilarlo cuando
tuviese méas edad?), pero considero que mucho mas lo es el desarrollo que a través de
ellas se puede lograr de las capacidades propias del alumno (;podria desarrollarlas
igualmente cuando tuviese mas edad?). Quiero decir con esto que cada actividad adquirira
su verdadero valor cuando la accion del profesor consiga transformarla de anecdética en
trascendente en el proceso de formacion del alumno.

En la presentacion de las actividades, y para no hacerlas excesivamente tediosas,
he prescindido de ciertos prolegdbmenos (objetivos, metodologia, etc.) que en otro
contexto podrian ser indispensables pero que aqui considero prescindibles dado que, con
toda seguridad, el lector los sabra incluir sin dificultad. Espero (dificil encomienda) que
den una vision de una forma de trabajo y que aporten algo que se pueda aprovechar.

Pesada desordenada

En primer lugar quiero mostrar una actividad que he llevado a cabo con varios
grupos de 1°y 2° de ESO, que ha tenido muy buena acogida entre los alumnos y que,
propuesta periodicamente a lo largo del curso, con niveles crecientes de dificultad, puede
mejorar distintas capacidades como concentracion, discusion, razonamiento, toma de
decisiones, exposicion de motivos, respeto a las normas establecidas, etc.

Consiste en presentar la secuencia desordenada de una pesada (figura 1) con el fin
de establecer el orden l6gico (a veces puede haber varias soluciones) en el que se ha
realizado y determinar el peso del objeto. Para ello hay que establecer ciertas condiciones
iniciales, como las siguientes:

e SOlo se pueden utilizar pesas como las que aparecen en la imagen.
e En cada paso se puede afiadir o quitar una sola pesa.
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Fig. 1
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Tanto los aciertos como los errores pueden ser aprovechados para que el alumno
exponga los motivos que le han llevado a elegir una vifieta determinada y no otra y para
que los comparieros apoyen dichos argumentos o los rebatan con otros. El respeto a las
condiciones acordadas, la toma de decisiones, la exposicion de motivos y la reafirmacion
o rectificacion de la decision tomada adquieren gran importancia en esta actividad y dan
lugar a situaciones extraordinariamente ricas y aprovechables. Ademas, el caracter algo
ladico de la actividad atrae la intervencion de alumnos que en otras situaciones
permanecen pasivos y sin interés.

Creo que una propuesta muy fructifera en la mayoria de las actuaciones que
llevamos a cabo en el aula es la de que los alumnos elaboren situaciones similares a las
gue se estén trabajando. En la actividad que tratamos en este apartado, cada alumno o
grupo reducido de alumnos puede preparar una pesada desordenada para proponer su
resolucion al resto de compafieros. Totalmente secundaria es la subsiguiente resolucion
ya gque es en la elaboracion donde los elementos pedagdgicamente aprovechables surgen
continuamente. Una actividad de este tipo da respuesta a casi la totalidad de las preguntas
gue nos podemos hacer sobre como y en qué medida se han conseguido ciertos objetivos
de la actividad, sobre las confluencias o divergencias producidas entre la informacion dada
al alumno y la asimilacién que de la misma ha hecho éste, y sobre métodos de trabajo,
actitudes y capacidades del alumno que de otra forma no son facilmente observables. En
consecuencia, se convierte en una fuente inmejorable de datos para la evaluacion del
proceso formativo.

Fracciones

Antes de presentar las dos actividades siguientes, tengo que decir que el tema de
fracciones siempre me ha preocupado y sorprendido, tanto por la importancia del mismo
como por las dificultades que los alumnos encuentran en él. No es extrafio dar con
alumnos de cursos bastante elevados que tienen dificultades considerables no so6lo en las
operaciones con fracciones sino en la comprension de los conceptos basicos relativos a
las mismas. Por lo tanto, no es fortuito que las actividades se refieran a fracciones, aunque
aqui, y en cualquier otra actividad, como ya ha quedado indicado anteriormente, el
motivo podia haber sido sustituido por cualquier otro ya que lo fundamental es el trabajo
desarrollado con la actividad, independientemente del contenido.

Estas actividades, bastante mas formalistas que la anterior, consisten en completar
fichas como las que se presentan en las figuras 2 y 3. Son actividades que pueden utilizarse
tanto para mejorar la asimilacion de los conceptos iniciales que aparecen en la definicion
de fraccion: unidad, partes iguales en que se divide la unidad, numerador, denominador,
etc., como para evaluar el nivel de consecucion de estos contenidos. Gran importancia
tienen en ellas el uso adecuado del lenguaje propio de las fracciones y la formacion de
frases que ayuden a una mejor comprension de los contenidos trabajados. El éxito o
fracaso de este tipo de actividades, se refieran a fracciones o a cualquier otro contenido,
depende en gran medida de la actuacion del profesor que las aplique: pueden perder todo
su atractivo y convertirse en tediosas y contraproducentes o atraer al alumno y hacer que
éste se esfuerce considerablemente.
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Unidad: Cantidad considerada:

@ @&

Fraccion que representa la cantidad considerada:

Para formar la cantidad considerada hemos necesitado .......... Oy e e e et
cadaing I8 Ben0s . cuuemnssmmerrrasmsims B wasacion PR rowsomia s seassinm y hemos
tomado un total de .......... partes.
El'denominadordela ..o representa el ......... senssessse OIS PATTES
................................... en que hemos dividido cada ... s
L de la fraccion representa el ....c.cmiaiiimimesiaie de partes
............................... que hemos tomado para formar la cantidad considerada.

Division entera: Division con decimales:

La fraccion del ejemplo representa ........... unidades cuvmannianannn Vedowmss
.......................... ipnalesdela aviniinany  sainiisniatanen

El cociente de la division entera significa el .........ccccoeevvueienecnns de cnnainne
completas que representa la ........ccceeevveernennne , y el resto de la division entera significa
Bl s de o iguales que hemos tomado de la tltima
............................. para completarla . ... que Tepresenta la e
21 decimal qUe TeprEseNta @Sta . oossivvi mnsssiriasanasnnsssas B s axsiavs st

Fig. 2
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Fraccion y nimero mixto
T i La fraccion en
.. | Division entera
Fraccion o robtesenta Frase que la expresa forma de
q p numero mixto
9
4
7 |2
1 3

Esta fraccion representa 3 unidades completas
divididas en 5 partes iguales cada una y 2
partes mas de las 5 partes iguales en que

esta dividida la cuarta unidad

Fig. 3

Estas actividades en las que aparecen expresiones incompletas o espacios vacios
son de gran versatilidad, y permiten adaptarlas al nivel de los alumnos a los que vayan
dirigidas. Asimismo, presentarlas para su trabajo en grupos heterogéneos puede ser una
forma muy enriquecedora tanto para los mas avanzados como para los que necesiten
reforzar sus conocimientos.

Contar, contar y contar

Las siguientes actividades son mas propias de primaria que de secundaria, pero en
no pocos alumnos que llegan a 1° de ESO se observan deficiencias considerables en la
asimilacion del sistema de numeracién decimal. Este hecho hace que su progresion en el
aprendizaje se vea ralentizada e, incluso, anulada. Estas actividades pueden ayudar tanto a
introducir el sistema de numeracién decimal como a resolver problemas de esta indole
en alumnos que ya lo deberian haber asimilado.

La figura 4 corresponde a una ficha en la que el alumno ha de contar las bolas de
los montoncitos, colorear del color de las bolas los cuadros de las centenas, las filas de las
decenas y las unidades sueltas, segin vaya colocando las bolas en la rejilla, determinar el
nimero de centenas, decenas Yy unidades coloreadas Yy escribir el numero
correspondiente. Logicamente, para llegar a esta ficha es necesario haber propuesto otras
similares mas sencillas, con unidades y decenas exclusivamente.
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D centenas, D decenas y D unidades
Numero de bolas: D:D

Fig. 4

Esta actividad obliga al alumno a pararse a reflexionar antes de empezar a
colorear, a realizar un gran numero de recuentos, a repasar los conceptos de centena,
decena y unidad, y a establecer estrategias, que suelen ser variadisimas de unos alumnos a
otros, y que se pueden aprovechar para

q(ljje eXplonga IOS_ mOti]YOS que lo llevan a tae::illll: s;_ H:i:?ltli:: Centenas Decenas Unidades
adoptarlas, y, si asi fuese necesario, a
reck?azar d)(/acisiones erroneas o a Lo00¢€] ©
cambiar unas por otras mejores. [L000 ] ©
Me ha sorprendido siempre el 000 €] ©
afan que los alumnos ponen a la hora de 10.000 €]  [TO00E @
contar y colorear estas fichas que de [:000 €] @
antemano pueden parecer aburridas y [.000 €]
agotadoras.
Las figuras 5y 6 son fichas en las
que se ha de escribir la expresion
numérica de la cantidad representada _
en ella. Cantidad: | ‘

Fig. 5
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Centenas Decenas Unidades Décimas Centésimas Milésimas
-
822
Figr 05ge 8
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Cantidad: ‘

Fig. 6

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

e B L B L B L B L

—
m

L B L
!!

—
(2]

Decenas Unidades
de millar de millar

Centenas Decenas Unidades

—
=
m
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Cantidad: l

35.086 €

Fig. 7

En la de la figura 7, actividad
inversa a las anteriores, se han de
eliminar los billetes que sobren para
dejar la cantidad representada por el
ndmero que aparece en ella.

Ni que decir tiene que se precisa de una buena coleccidn de estas fichas para que
estas actividades cumplan la funcidn que en ellas se pretende. Como en cualquier otra
actividad, su elaboracién y presentacion mediante el ordenador pueden dotarlas de la
facilidad de manejo y del atractivo suficientes y, a veces, imprescindibles, para que los
alumnos las reciban con agrado y muestren una actitud favorable a las mismas, lo que
puede ser determinante para la consecucion de los objetivos que nos propongamos.

ImAgenes y conceptos

Con la siguiente actividad, figura 8, pretendo mostrar una forma de presentacion
que utilizo bastante con mis alumnos. En ella intento relacionar la imagen (que siempre
vale mas que mil palabras) con los conceptos y con la nomenclatura propia de las
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Matematicas. Pienso que este tipo de presentacion mejora ostensiblemente la asimilacion
de conceptos que en ocasiones resultan excesivamente escabrosos y complejos para los
alumnos.

En este ejemplo, dedicado a los conceptos de mdltiplo y divisor, considero
importantisima la inclusién de la multiplicacién y la division exacta como operaciones
relacionadas directamente con las ideas de “ser mdltiplo de”, “ser divisor de” o “ser
divisible por”. Como en toda actividad, en ésta, la actuacion del profesor es decisiva.

Multiplo y divisor:

OxO=0 = es... de []
208|Z;_ = [ es. de []

CI] = 0O... (L O de []
L] ®
[] es .. por ]
Fig. 8

59 CUADERNOS DE MATEMATICAS




ENTREMONTANA

en el aula

Es recomendable realizar pesadas, o que los mismos alumnos preparen algunas,
con distintos juegos de pesas, en las que se puedan trabajar los conceptos desarrollados
en esta actividad. Igualmente, pueden prepararse fichas semejantes sustituyendo las
pesadas por medidas de longitud o capacidad con distintos juegos de unidades.

Vida cotidiana

En este apartado pretendo presentar una forma de trabajo que he utilizado en
bastantes ocasiones con alumnos de la desaparecida EGB y, en alguna ocasion, con los de
la materia de Refuerzo de Matematicas de 1° de ESO. En ella se pretende que, a partir de
la presentacion de un posible supuesto real, el grupo de alumnos acabe definiendo el que
se vaya generando a partir de sus intervenciones (preguntas, sugerencias, etc.), establezca
las estrategias de actuacion, y le dé una solucion.

Tanto la forma de presentar los supuestos como su tratamiento pueden ser de
gran diversidad. Para concretar, uno que presenté en alguna ocasion es el siguiente:

Un colegio de nueva creacidn recibe 7 camiones cargados con 80 pupitres cada
uno. El colegio tiene 21 aulas que se han de equipar con los pupitres que se han recibido.

Lo primero que sorprende a los alumnos es la ausencia de pregunta. Cosa lGgica
porque estan acostumbrados a que cada problema lleve su pregunta correspondiente. Sin
embargo, en este caso la pregunta estaria fuera de sitio ya que son ellos los que han de
definir la situacion final. Esto da pie a numerosisimas intervenciones de preguntas y
propuestas entre ellos mismos: si todas las aulas han de tener el mismo nimero de
pupitres, si seria conveniente que quedaran algunos pupitres sin utilizar, etc. Al final seran
ellos los que establezcan las condiciones que definan el supuesto.

Segln el nivel de los alumnos y dependiendo de las dificultades que hayan
aparecido, se pueden proponer actividades de apoyo muy variadas que ayuden a la
comprension, interpretacion y aclaracion de los elementos que van contextualizando el
supuesto. Asi, en distintas ocasiones he propuesto algunas como las siguientes:

e Presentacion escrita de los elementos considerados por el grupo y del texto que
exponga el supuesto final.

e Lectura individual y en grupo de los textos elaborados.

e Debate sobre los textos elaborados.

¢ Dibujo individual que represente el supuesto final establecido.

e Redaccion individual de una historia que contemple el supuesto final establecido
(fue altamente sorprendente la riqueza y variedad de historias relativas a esta
situacion y a otras).

e Exposicion oral por parte de cada alumno de la historia que ha escrito.

e Debate sobre la correspondencia de las distintas historias con el texto elaborado
por el grupo.

En la definicién del supuesto y en el establecimiento de las estrategias a seguir, se
abre un abanico enorme de posibles actuaciones del profesor: concrecion y discusion de
las condiciones que definen el supuesto, concrecidon y discusion de las estrategias
establecidas, orientacion en la toma de decisiones y en la discusion de las mismas,
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orientacion en las operaciones que hay que utilizar, interpretacion de los resultados
obtenidos en las mismas, etc.

En todas las actividades, sean del tipo que sean, la intervencion del profesor es
determinante: sus preguntas y propuestas intencionadas, aprovechando las situaciones
que se produzcan en el desarrollo de las mismas, pueden dar pie a indagaciones,
planteamientos nuevos, debates, etc., que sean determinantes para la consecucion de la
trascendencia referida en la introduccién. Sirva como muestra una pregunta muy
recomendable en muchas de las situaciones que aparecen en la actividad que ahora nos
ocupa. Consiste en peguntar al alumno por qué ha realizado una operacion determinada
(por ejemplo: por qué ha multiplicado 80 por 7). La contestacion del alumno es, casi
siempre, la siguiente: “Para saber cuantos...”. Claramente la respuesta no atiende a la
pregunta. Intervenir para hacerle ver que no se le ha preguntado “para qué” sino “por
qué” suele causar un cierto desconcierto inicial en el alumno que inmediatamente se
convierte en origen de interesantes razonamientos por parte del mismo, en interés
general en el resto de compafieros, y en el comienzo de nuevos derroteros para la
actividad. Igual efecto causa la propuesta de trabajar eliminando la posibilidad de usar la
multiplicacion y la division; o, al contrario, la de no usar la resta sustituyendo a la division
(algo muy comun en algunos alumnos).

Actividades como la presentada dan pie, si el grupo de alumnos lo aconseja, a
realizar incursiones en otros campos matematicos. Asi, la Geometria ofrece una variedad
enorme de actividades que pueden servir de complemento a la actividad principal:
construccion de figuras (un camion, por ejemplo) mediante figuras geométricas sencillas,
estudio de los elementos y las propiedades de las figuras geomeétricas utilizadas, calculo de
perimetros y areas, etc.

Son muy numerosas las capacidades que esta forma de trabajo puede ayudar a
desarrollar: no exclusivamente aquéllas que pueden considerarse puramente matematicas,
sino otras muchas relacionadas con distintos aspectos de la formacion del alumno.

Clave secreta
Esta actividad, incluida a veces en la seccibn de pasatiempos de la revista

Margine@.es, publicada por el Instituto Espafiol de Andorra, puede dar pie a situaciones
de mucho provecho en el aula. Consiste

lasictras A, B, O)D, B G B 1y en averiguar la clave secreta por medio
corresponden, en una clave secreta, a de Ja que_ € r8|aC|Onan, de fo_rma
las cifras del sistema decimal (del 0 al9).| biunivoca, diez letras con las diez cifras
(Sabria desvelar esta misteriosa clave del sistema decimal. La figura 9 puede
con las pistas que a continuacion sedan? | servir de ejemplo.
C:H=H
N Las pistas que definan cada clave
I-J=D secreta determinaran la dificultad de la
_ actividad. Esta dificultad puede ajustarse a
A+D=H . . .
muy diversos niveles educativos, por lo
A= que esta actividad puede proponerse
tanto a grupos de Primaria como de ESO
J+A=E y Bachillerato.
J-D=G
Fig. 9
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Aunque la caracteristica esencial de este tipo de actividades sea el razonamiento,
no es despreciable, ni mucho menos, la variedad de estrategias que se pueden usar, la
importancia de la toma de decisiones, el uso de diagramas o el gran numero de
validaciones de supuestos que en ellas se presentan. Ademas, es muy comun la
preferencia de los alumnos por la comprobacién de supuestos arbitrarios basados en la
intuicion, capacidad nunca despreciable, en disfavor del razonamiento l6gico. Hecho, éste,
gue se puede aprovechar para reconducir sus planteamientos hacia el método cientifico,
aunque sin despreciar el talento intrinseco que encierra una cierta dosis de intuicion.

Taller de Matematicas

No quiero acabar esta presentacion sin traer a estas paginas una muestra de las
actividades que propuse a un grupo de alumnos de 4° de ESO en la materia de Taller de
Matematicas, durante el curso 2006-2007. Para mi, esta materia inicialmente represento
un reto y finalmente se convirtio en un trabajo realmente fascinante.

La ausencia de libros de texto y la existencia de un curriculo de la materia
totalmente abierto, en el que se podian leer frases como éstas: “El trabajo de taller, que
ha de hacerse cooperativamente en muchas ocasiones, ofrece buenas oportunidades para
aprender a relacionarse y a trabajar dentro de un grupo.”, “En este ambito se refuerzan la
capacidad de trabajar en equipo, el gusto por el trabajo bien hecho, el disefio y realizacion
reflexiva de modelos materiales, el fomento de la imaginacién y de la creatividad.”, o
“Algunas de las caracteristicas que pueden definir la diferencia en el tratamiento de los
contenidos son: el caracter practico y manipulativo de sus actividades, la posibilidad de
favorecer el trabajo sobre contextos reales y extramatematicos, el refuerzo del papel del
profesor como animador y «desbloqueador», la mayor posibilidad de trabajo en grupo y
sin restricciones de tiempo, etc.”, hicieron que me animara a llevar a cabo un trabajo que
en pocas ocasiones se puede realizar y del que tanto los alumnos como yo quedamos muy
satisfechos. Tengo que decir que el comienzo no fue nada facil, y, tanto ellos como yo,
necesitamos de un buen tiempo para acoplarnos y entender cémo tenia que desarrollarse
un trabajo de grupo que debia extenderse a lo largo de todo el curso y al que ninguno de
nosotros estaba demasiado acostumbrado. También es justo decir que era un grupo de
alumnos con una gran preparacion y una muy buena predisposicion hacia las Matematicas.

Después de unas sesiones de toma de contacto y repaso de conocimientos basicos
gue me sirvieron para conocer mejor a cada alumno, se repartieron en grupos de cuatro
sin que yo tuviese que intervenir casi nada en el reparto. La primera dificultad fue
encontrar la forma de funcionamiento de cada grupo. Esta fue distinta de unos a otros,
aunque en cada uno, algo que era de esperar, aparecieron integrantes que tomaron la
iniciativa sin que por ello quedaran anulados los demés comparieros. Desde mi posicion
intenté que se turnaran la direccion de las distintas actividades para que todos se sintieran
necesarios y tomaran conciencia de su pertenencia al grupo.

No fue casualidad que me decantara por actividades de Geometria. Aparte mi
inclinacion casi innata, considero que las oportunidades que este campo ofrece al docente
son inagotables.

Empezamos por actividades sencillas de calculo de perimetros y areas, como la de
la figura 10, en donde se tuviesen que aplicar conocimientos basicos de cursos anteriores
(algunos de los cuales se incorporaban a modo de notas en el texto de la actividad), y que
sirvieran como preparacion para abordar situaciones mas complejas.
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1u

Calculad el perimetro y el area de la figura, expresando los resultados
en las unidades de longitud y de superficie indicados en la cuadricula.

1u l

No quedaron
relegadas a segundo plano,
sino que tuvieron un papel
fundamental, actividades
iImaginativas,  creativas vy
manipulativas, como la
representada en la figura 11.

Fig. 10

¢ Cdémo cortariais el rectangulo de abajo en dos trozos con
los que pudierais formar un triangulo isdésceles con la
misma area que el rectangulo dado? ; Cuantos triangulos
distintos podriais formar? ; Cuanto medirian la altura y la
base del triangulo en cada caso?

Fig. 11
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En el rombo de abajo, una de sus diagonales es el
doble de la otra. Necesitamos conocer su lado, su

erimetro y su area en funcion de la diagonal menor. . . .
p y g Gran |mp0rtanC|a tuweron, y, a

veces, grandes dificultades, las
actividades en las que la Geometria
se aliaba con el algebra, como la
expuesta en la figura 12.

Fig. 12

Y qué decir de aquéllas en las que se mezclaba la Geometria con el Algebra y con
la imaginacion. Un ejemplo es la descrita en la figura 13. Esta actividad era posterior a otra
similar con un valor concreto para el lado del cuadrado inicial y servia como
generalizacion a lo realizado en esta Ultima. Posteriormente se presentaban dos
actividades similares, con tridngulos equilateros: la primera general y la segunda particular.
De esta forma trabajamos casos de generalizacion y viceversa.

Dibujad un cuadrado cuya area sepais que es igual a la mitad de la del cuadrado dado y
expresad su lado en funcion del lado del cuadrado inicial. Dibujad otro cuadrado cuya
area sea la mitad del que habéis dibujado antes y expresad su lado en funcion del lado del
cuadrado inicial. Si repitierais la operacion “n” veces, /cuadl seria la expresion del area y
del lado del cuadrado finalmente obtenido en funcidn respetivamente del drea y del lado

del cuadrado inicial? ; Observais algo que relacione la variacion del lado y la del area?

Fig. 13
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Sirva como ilustracion el dibujo de la solucién
a esta actividad (figura 14).

Fig. 14

Como era de esperar, importancia fundamental tuvieron las actividades de
aplicacion de lo estudiado a situaciones précticas. Las figuras 15 y 16 muestran dos de
estas actividades.

En la instalacion del dibujo, un bloque ha de sostenerse por un cable sujeto a
los extremos del techo de una sala de 11 m de anchuray 9 m de altura. El cable
que sujeta el bloque ha de formar un angulo de 90° y el bloque, de 2’10 m de
altura, ha de quedar a una distancia del suelo de 2°10 m. ;Qué longitud ha de

tener el cable que se utilice para lainstalacion?

Fig. 15
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La celosia de la figura esta formada por un bastidor en el que se consideran cuatro cuadrados
iguales. En cada cuadrado se inscribe una corona circular de radios 25 y 12.5 c¢m, circunscrita a
otro cuadrado. En cada corona circular se recortan 8 circulos tal como indica la figura. Queremos
que el area vacia de la celosia, por la que entre la luz blanca, sea aproximadamente de 0,65 m .

¢ Cual hade serelradio de los circulos recortados en las coronas circulares para que esto ocurra?

Fig. 16

Como colofén utilicé una propuesta de trabajo en la que a través de la vida de un
personaje ficticio de la antigua Grecia, Alguienes, nos acercabamos al niUmero aureo y al
rectangulo de oro. Sirva de ejemplo de esta actividad la presentacion que aparece en la
figura 17, en la que se plasma la obtencidn sucesiva de rectangulos de oro (en amarillo) a
partir de un cuadrado cualquiera.

—> —> N\ — — — —> oo

g

I:l-bm-»m-»[ | » - - - - oo

Fig. 17

Estas actividades pueden servir de aproximacion al trabajo realizado por este
grupo de alumnos del Taller de Matematicas; aunque lo fundamental no fueron en si las
actividades sino el ambiente de trabajo cooperativo que aparecio y el esfuerzo de la
totalidad de ellos para superar en grupo situaciones complejas que en ocasiones rozaban
los limites de sus posibilidades. Creo que este trabajo aportd un importante granito de
arena a la labor llevada a cabo con estos alumnos a lo largo de su vida escolar. Labor que
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hizo que este grupo fuese ese afio el ganador de la fase andorrana del RALLYE
MATHEMATIQUE SANS FRONTIERES, organizada por el IREM de Toulouse a través del
Lycée Comte de Foix.

Hasta aqui la presentacion de estos materiales didacticos diversos. Espero
modestamente que puedan ser de utilidad para algin lector. Si alguno desea tener mas
informacion al respecto, puede dirigirse al correo electronico del Instituto Espafiol de
Andorra: institutoespanol.ad@educacion.es .
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Longitud

Margarita Garcia de Cortdzar Nebreda

La longitud esta ligada a numerosas experiencias de la vida cotidiana de los
alumnos y sin embargo es un concepto abstracto, mucho menos inmediato que los de
superficie o volumen. Los cuerpos tienen una extension y ocupan un espacio pero la linea,
a la que hemos de remitirnos cuando hablamos de longitudes, no es una realidad que
podamos visualizar: deja de ser una linea en cuanto la dibujamos y adquiere un grosor.

Un hilo, un cabello lacio o rizado, el borde de los objetos, la distancia entre dos
puntos, la altura de una montafa, la profundidad de un barranco, el recorrido de un rio,
su anchura, una serpentina, un alambre, el contorno de nuestra cintura, son algunos de
los ejemplos que nos vienen a la mente cuando pretendemos explicar el concepto de
longitud a costa, eso si, de prescindir de los restantes atributos. ¢(Es un hilo rojo, o negro?
¢Es un cabello rubio, o castafio? ;Es un alambre grueso, o fino? No nos importan el color
del hilo o el grosor del alambre; lo significativo es que somos capaces de reconocer en
todas las situaciones anteriores la misma propiedad. Mas aun, podemos comparar el grado
con que esa propiedad se manifiesta y afirmar si lo hace con menor, igual o mayor
intensidad en un objeto que en otro.

El objetivo de las siguientes actividades es tratar los conceptos de longitud y
medida, sin adentrarnos en los arcanos del sistema métrico decimal. Medir no es mas que
comparar. Antes de establecer unidades de medida hay que acostumbrarse a comparar.
En las propuestas que a continuacion se presentan comparamos longitudes acudiendo a
diversos procedimientos: a simple vista, por superposicién, mediante instrumentos como
el compés y la regla no graduada, o por aplicacion reiterada de una unidad arbitraria Se
presta también atencién a la conversion de unidades, pero omitiendo cualquier referencia
a las unidades convencionales del sistema métrico decimal. La seleccion de contenidos
que impone la extension de este articulo obliga a prescindir de numerosos aspectos de la
medida de longitudes que a mi entender deben tener cabida en el aula, como son, sin
animo de ser exhaustiva, los métodos y técnicas de estimacion y comparacién de alturas,
distancias y dimensiones; la experimentacion con la medida de segmentos curvilineos; la
utilizacién de instrumentos graduados; la implantacion del sistema métrico decimal y su
convivencia con medidas tradicionales, las representaciones a escala o la medida de
longitudes sobre la esfera.

Las actividades estan pensadas para alumnos de los uUltimos cursos de Primaria y
del primer ciclo de Secundaria. El profesor selecciona, orienta y dirige su realizacion. Las
tareas corresponden a los alumnos, que se organizan individualmente o en grupos. La
discusion en el grupo completo sobre las observaciones que efectlen, las dificultades que
puedan haber encontrado, las técnicas y procedimientos empleados o las conclusiones a
las que lleguen, contribuiran indudablemente al desarrollo y afianzamiento de sus
competencias matematicas. No hay que olvidar que el propdsito de las actividades no es
otro que facilitar el aprendizaje mediante el hacer, no el hacer propiamente dicho. Se
impone pues la reflexion individual y colectiva sobre los resultados, asi como la
comprension y expresion de las propiedades, regularidades y relaciones observadas.

No he querido especificar los objetivos, contenidos y competencias de las
actividades. Es una tarea ligada al uso que se haga de ellas y a la extension y profundidad
que se les quiera dar, atendiendo a las edades y capacidades de los alumnos. En
coherencia con lo anterior, tampoco se establecen criterios de evaluacién, cuya
dependencia de los fines que se quieran alcanzar hace que no tengan sentido sin un disefio
previo de intenciones y procedimientos.
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Se ha optado por el formato de ficha pautada en la que el alumno escribe sus
respuestas y explica los procedimientos empleados, pero el material que aqui se presenta
admite modos alternativos y complementarios que nadie mejor que el profesor puede
determinar. Las profundas conexiones que el tema de la medida mantiene con otros
contenidos curriculares de la materia facilitan la elaboracion de propuestas de ampliacion
de alcances muy variados.

Por dltimo, es importante que antes de iniciar el trabajo se revise el material
necesario para llevarlas a cabo: regla, escuadra y cartabon no graduados, compas en buen
estado, lapices, sacapuntas y goma de borrar, tijeras, papel calco, pegamento, papel
milimetrado, etc.

ACTIVIDAD 1: COMPARACION DE LONGITUDES

Se pretende que los alumnos ordenen diferentes objetos segun su longitud,
comenzando con una estimacion a simple vista y pasando, acto seguido, a aplicar métodos
que permitan comprobar la validez de las observaciones realizadas sin utilizar
instrumentos graduados. Para ello los alumnos dispondran de tijeras, papel calco, hilo,
pegamento o carton. Es una actividad abierta que debe realizarse en grupos. Su objetivo
no es otro que propiciar la discusion, la argumentacién y el debate, a la vez que ofrecer la
oportunidad de considerar distintos aspectos de la longitud, como son los de distancia
entre puntos, recorrido, altura, perimetro, etc.

Ordena los siguientes objetos de menor a mayor longitud:

a)
C
A E
B
G H D
F
Solucion:
b)
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Solucion:

—2
SA

Solucién:

d) Ordena de menor a mayor perimetro

\/

Solucién:

e) Ordena segun su altura los siguientes triangulos:

/\ 2 3

O
7
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Solucion:

f) Ordena segun su altura las siguientes figuras:

I

Solucion:

g) Ordena los puntos B, C, D, E y F segun su distancia a la recta r

Solucion:

Comprobacion de las observaciones y resumen de las técnicas
utilizadas
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ACTIVIDAD 2: COMPARACION DE LONGITUDES MEDIANTE EL COMPAS

En esta actividad se utilizan los instrumentos de dibujo para verificar los resultados
alcanzados en los ejercicios anteriores, excepcion hecha del correspondiente a los
segmentos curvilineos, cuya comprobacion puede hacerse mediante el metrolog.
Seguimos trabajando la comparacion de longitudes sin hacer referencia a las unidades de
medida y por tanto conviene hacer uso de regla, escuadra y cartabén no graduados.

El compéas ayuda a establecer el concepto de equidistancia a un punto dado y
permite la medida por iteracion de una amplitud marcada.

Lleva, utilizando el compas, los segmentos del ejercicio a) de la actividad anterior
sobre las siguientes rectas, comenzando en cada caso por el extremo izquierdo y
ordénalos segln su longitud.

Solucién:

Procede de igual forma con los ejercicios b), d) ), f) y g).

b)

Solucién:

d)
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Solucion:

Solucién:

f)

Solucion:;

g)

Solucién:

Resume tus conclusiones
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ACTIVIDAD 3: CONSTRUCCION DE FIGURAS CON REGLA NO GRADUADA'Y
COMPAS

La propiedad del compéas para situar puntos a una distancia determinada de un
punto dado nos servira para reproducir figuras. La exactitud de la reproduccion puede
verificarse por superposicion.

Los alumnos suelen tener dificultades para entender e interiorizar que el punto de
corte de dos arcos de circunferencia trazados desde dos puntos distintos P y Q, con
radios r y r’, respectivamente, se encuentra a una distancia r de P y a una distancia r’ de
Q. Los siguientes ejercicios utilizan esta propiedad.

Reproduce la siguiente figura utilizando el compas, la escuadra y el cartabén

Una vez conseguida la figura anterior, no cuesta mucho comprender como puede
reproducirse la siguiente:

Basta con ayudarse del segmento auxiliar AB, dibujar los puntos C, E, Fy Dy
unirlos mediante segmentos. Como ya se ha sugerido, la comprobacion del resultado se
hara por superposicion.
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La distancia de un punto a una recta exige el trazado de perpendiculares. En la
siguiente préactica se manejan los conceptos de perpendicularidad, de distancia y de
simetria

Dibuja una figura simétrica de la ABCDE respecto de la recta r

Comprueba el resultado doblando el papel por la linea r
Dibuja, con regla no graduada y compas, la siguiente figura. Compara el resultado
por superposicion.

ACTIVIDAD 4: COMPARACION DE LONGITUDES POR APLICACION DE
PROPIEDADES GEOMETRICAS

El objetivo de las siguientes actividades es que los alumnos se sirvan del
razonamiento, que intenten generalizar propiedades a partir de sus observaciones.
Forman parte imprescindible de este ejercicio la utilizacion del vocabulario apropiado, la
expresion oral y escrita de las deducciones, la presentacion ordenada de los argumentos y
la discusion de su validez en el grupo.

¢Qué longitud es mayor, la de la circunferencia o la del perimetro del triangulo
inscrito?
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Razona la respuesta:

Se puede probar con poligonos convexos inscritos, regulares o no, y deducir la
relacion existente entre la longitud de la circunferencia y el perimetro del poligono
inscritosegun el nimero de lados del poligono, y entre las respectivas areas.

0C
OC

¢Qué consecuencias puedes deducir? ;Seran validas siempre que sean figuras que
“guepan” dentro de la circunferencia? Razona la respuesta y pon ejemplos
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¢Qué ocurrira si los poligonos estéan circunscritos a la circunferencia?
I/ \

|
\ /I

Recoge aqui tus conclusiones:
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ACTIVIDAD 5: PERIMETRO Y AREA

En esta actividad se trata de familiarizar al alumnado con figuras de igual
perimetro y distinta area, y viceversa, con el fin de que distingan entre las magnitudes de
longitud y superficie. Al mismo tiempo, los alumnos trabajan contenidos aritméticos,
como la obtencion de todos los divisores de un numero o la descomposicion de un
nimero en sumandos.

En la siguiente cuadricula, dibuja todos los rectangulos cuya superficie sea de 18
(14, 24, etc.), cuadrados y tengan distintas dimensiones enteras. ;Cuadntos has
encontrado? ;Cudales son sus perimetros? ;Cuales son las dimensiones del de mayor
perimetro? ;Cuéntos hay?
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Ahora, dibuja todos los rectangulos cuyo perimetro sea 20 y calcula su area (toma
como unidad de longitud el lado del cuadrado, y como unidad de superficie el cuadrado
de la cuadricula). ;Cuantos hay? ;Cuales son las dimensiones del de mayor area?

Encuentra todas las figuras formadas por cuadrados de la reticula unidos al menos
por un lado y cuya area sea igual a cinco cuadrados (‘pentaminds’). Obtén en cada caso el
perimetro. ;Cuél es la figura de mayor perimetro? ;Y la de menor perimetro?
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ACTIVIDAD 6: MEDIDA DE LONGITUDES

Se van a medir longitudes tomando una longitud determinada y arbitraria como
unidad. La actividad puede organizarse formando cuatro 0 méas grupos de alumnos. A cada
grupo se le da una ficha para que determinen las longitudes de los mismos segmentos
mediante unidades de medida diferentes. Se trata de adivinar la relacion entre la propia
unidad y las de los demas grupos mediante la informacion que éstos proporcionen.

Grupo 1. Determina la longitud de los siguientes segmentos, tomando como
unidad el lado del cuadrado. Dadle un nombre a esta unidad.

Grupo2: Determina la longitud de los siguientes segmentos, tomando como
unidad el lado del cuadrado. Dadle un nombre a esta unidad.
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Grupo 3: Determina la longitud de los siguientes segmentos, tomando como
unidad el lado del cuadrado. Dadle un nombre a esta unidad.

Grupo 4: Determina la longitud de los siguientes segmentos, tomando como
unidad el lado del cuadrado. Dadle un nombre a esta unidad.

Una vez establecida la relacion entre las unidades, se puede rellenar la siguiente
tabla:

Grupo Unidad Seg1l Seg 2 Seg 3

EQUIVALENCIAS
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Ejemplo de aplicacion de los algoritmos de célculo de la
aritmética egipcia en Educacion Primaria y Secundaria

Enrigue del Rio Furio

Introduccion

Existe una amplia tendencia a minusvalorar los conocimientos matematicos
existentes en el antiguo Egipto en comparacién con los importantes logros de los
Griegos y de otras civilizaciones posteriores. No obstante, las matematicas deben
haber jugado un papel mas importante en
una sociedad que alcanz6 el nivel de
precision mostrado en la construccion de las
pirdmides, la construccion de sistemas de
canales de riego extensivo, la edificacion de
grandes graneros para el almacenamiento de
las cosechas de cereal asi como en la
administracion y gestion de su capacidad, el
control del inventario tanto de provisiones y
demés bienes materiales asi como de
personas  (censo), la imposicion y
recaudacion de impuestos asi como otras
evidencias de cultivos bien organizados y

desarrollados.

No es objeto de este articulo mostrar el nivel de desarrollo de las matematicas
en esa época, ya existe una extensa bibliografia sobre ello, sino experimentar con los
algoritmos y metodologias que utilizaban en sus calculos y analizar su utilidad en el
proceso de ensefianza-aprendizaje de nuestros alumnos desarrollando, a modo de
ejemplo, algunas actividades facilmente aplicables en el aula.

Son ampliamente conocidas las dificultades y la complejidad que, en Educacion
Primaria y Secundaria, originan los procesos de ensefianza-aprendizaje de conceptos,
relaciones, operaciones y propiedades relacionadas con el manejo de los numeros,
especialmente cuando trabajamos con los nimeros racionales. Diversos trabajos de
investigacion en didactica de las matematicas asi lo -
manifiestan.

Conocer y entender los nimeros exige de acciones
que permitan comprender su significado asi como sus
formas de representacion, en consecuencia, cualquier
practica que contribuya a despertar el interés de
nuestros alumnos por los nimeros es evidente que
resultard de utilidad para el profesorado y ese es el
objetivo de este articulo: mostrar una forma diferente y
en cierto modo exdtica y divertida de trabajar en este
bloque del curriculo.

Comenzaré este trabajo mostrando, brevemente, la
forma de representar los ndmeros asi como los
algoritmos y metodologias utilizadas en el antiguo Egipto
para realizar sumas, restas, multiplicaciones y divisiones
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para pasar, después, a desarrollar materiales que faciliten la manipulacion de los
simbolos numéricos jeroglificos y terminar con unos ejemplos de actividades
educativas adecuadas para las etapas y niveles a los que va dirigido este articulo. Con
las actividades propuestas los alumnos desarrollardn un trabajo continuo de
reconversion de unidades y de sistemas de representacion numerica que les mostrara
otras formas de encarar las operaciones de multiplicacién y divisién asi como la
concepcion de una fraccién como una suma de fracciones con numerador 1 llamadas
fracciones unitarias.

Finalmente indicar que la complejidad de las actividades propuestas en este
trabajo las hacen especialmente indicadas para las etapas de Educacion Primaria y
Secundaria.

Notacion, cifras y numeros

Notacion jeroglifica de los nimeros.

Desde los inicios del periodo historico (Il milenio a. J.C.) encontramos
establecida en Egipto una numeracion jeroglifica de tipo decimal no posicional. Los
egipcios utilizaban un sencillo esquema iterativo con la ayuda de un conjunto de
simbolos diferentes para cada una de las seis primeras potencias de 10. De esta forma
podian tallar en piedra, madera y otros materiales nimeros mayores al millén.

Las nueve primeras cifras estan representadas por trazos verticales, uno por
unidad, cada una de las potencias de 10 (la decena, la centena, el millar, etc. ) por un
simbolo diferente, obtenido de acuerdo con el principio ilustrado en el siguiente
ejemplo: la palabra “mil”, en egipcio, se pronunciaba ja, que significa “loto”. Asi, la
imagen del loto representaba 1000.

Los simbolos que utilizaban eran los siguientes:

Numero Simbolo en Ndmero Simbolo en
Jeroglifico Jeroglifico
P
1 10 O
Trazo vertical Cepo para ganado ‘ ‘

Rollo de cuerda Flor de loto

100 (D 1,000
N

10.000 100.000
Dedo encorvado Renacuajo
1.000.000 ‘
Dios cuyos LQ%J_/A
brazos sujetan el
cielo.

83 CUADERNOS DE MATEMATICAS




ENTREMONTANA

en el aula

Hay que indicar, sin embargo, que existen varias interpretaciones acerca de qué
podrian representar estos jeroglificos.

Estos simbolos aparecian ordenados de mayor a menor valor unas veces de
izquierda a derecha otras de derecha a izquierda e incluso de arriba abajo en vertical
formando los nimeros por agrupacion de los simbolos anteriores. La disposicion de
los simbolos estaba regida por un principio aditivo, es decir:

eCada simbolo era repetido tantas veces como era necesario y
sus valores eran sumados para dar los del total.

eCuando uno de los simbolos aparecia repetido 10 veces, se
sustituia cada grupo de 10 simbolos iguales por el simbolo equivalente
de mayor valor.

Asi, por ejemplo:
(D ”_“\ f"’“\ N =249
NN | I

ey [
ESST

La mayoria de nuestro conocimiento acerca de las matematicas del Antiguo
Egipto procede no de los jeroglificos encontrados en los templos sino de dos papiros
que contienen colecciones de problemas matematicos y sus soluciones.

* El Papiro de Rhind llamado asi en honor de A.H.Rhind (1833-1863) quien lo
compro en Luxor en 1858. Este papiro, de cerca de 6 metros de largo y 1/3 de metro
de ancho, fue escrito alrededor del afio 1650 AC por el escriba Ahmes (por lo que
también se le conoce como Papiro de Ahmes) y es una copia de un documento
anterior en unos 200 afios. En él se pueden distinguir dos apartados:

a. El Recto contiene la expresion de las fracciones de
numerador 2 y denominador los nimeros impares 3 a 101 en
fracciones unitarias.
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Frac. | Descomp. Frac. | Descomp. Frac. | Descomp.
2 |2 2 11 2 i1

3 3 5 3 15 7 4 28

2 1 1 2 1 1 2 1 1 1
— —+— — —+— — ——+—
9 6 18 11 6 66 13 8 52 104
2 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1
— —+— — —+—+— — —+—+—
15 10 30 17 12 51 68 19 12 76 114

b. EI Verso tiene 87 problemas sobre las cuatro operaciones
aritméticas, solucién de ecuaciones, progresiones, volimenes de
graneros, etc.

* El Papiro de Mosci comprado por V. S. Golenishchev (d. 1947). Origen: 1700
AC. Tiene 15 pies de largo y 3 pulgadas de ancho.

Junto con el sistema jeroglifico los egipcios usaron, desde el principio, una
escritura cursiva, llamada hieratica, que tiene su propia notacion para los nimeros. La
numeracion hieratica también es decimal, pero utiliza signos especiales para evitar la
excesiva repeticion de los simbolos del sistema jeroglifico.
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Fragmento del Papiro de Moscu

Fragmento del Papiro de Rhind

La suma y la resta

En el antiguo Egipto, la suma la realizaban por acumulacion; es decir, agrupando
los simbolos correspondientes a cada orden de magnitud no importaba la posicion que
ocuparan.

Como se indica en el apartado anterior, cuando alguno de los simbolos se
repetia 10 veces, se sustituia por el simbolo equivalente de mayor valor.
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Por ejemplo, para sumar los nimeros 327 y 12115 vemos que, al acumular los
simbolos, el correspondiente a las unidades aparece 12 veces.

P

{0
Por tanto, se sustituyen 10 simbolos por 1 simbolo | | en la cantidad
resultante.

Otra caracteristica que hay que observar es que, en la escritura egipcia, el signo
+ que utilizamos intercalado entre dos numeros para indicar su suma no aparece. Su
sistema de numeracion aditivo y no posicional sobreentiende que la presencia de dos
simbolos numeéricos seguidos se interprete como la suma de las cantidades que
representan.

@@@ﬂw”—“\ 327
NN |

+12115
Lo

DO NN =12.442
II )

CICFERVER

NN .

De igual forma, la resta la realizaban retirando del minuendo los simbolos que
contiene el sustraendo. Asi, para restar 327 a 12442:

CICFERVER =12.442
I AU .
(V)
N\

' |f”_“\ -327
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En primer lugar se descompone uno de los simbolos correspondientes a las

P

0
decenas . en 10 simbolos correspondientes a las unidades .

A continuacion se van retirando del minuendo tantos simbolos correspondientes
a las centenas, decenas y unidades como contiene el niumero del sustraendo (en este
O Y
caso, 3 O, 2 | |y7).
Quedara:

SN

=12.442

T
o
S

=12115

Que corresponde al nimero 12115.

La multiplicacion

La multiplicaciéon la realizaban de forma binaria por un procedimiento de
duplicacidn sucesiva.

Por ejemplo: Para realizar la multiplicaciéon de 37 por 29, seguian los siguientes
pasos:

1. Trazaban dos columnas

2. En la primera fila escribian, en la 12 columna, el primer factor (37) y a
continuacion el 1 en la 22 columna.

3. En la segunda fila escribian los dobles de los nimeros de la primera fila.

4. A continuacién, en la tercera fila el doble de los nimeros de la segunda fila.

5. Seguian asi hasta que en la segunda columna aparece un nUmero mayor que
el segundo factor de la multiplicacion.

Se obtiene asi la tabla siguiente:

37 |* |29 | |
37 1 <«
74 2
148 4 <«
296 8 <«
592 16 <«
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